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A presente dissertação aborda o tema da otimização das propriedades elásticas 
de materiais compósitos de microestrutura periódica, sendo também estudados certos 
fatores de influência na otimização topológica, e realizado um estudo dos efeitos de 
escala do coeficiente de Poisson. 
Neste trabalho foi dado apenas atenção ao plano 𝑦𝑧 da microestrutura, pelo que a 
célula base só possui dimensão nas direções 𝑦 e 𝑧, sendo o design constante ao 
longo da direção 𝑥. O material trabalhado é um compósito é constituído por duas 
fases, sólido e vazio (material poroso). 
Os fatores de influência foram analisados através do problema da minimização da 
densidade de energia com constrangimentos de volume. Estes fatores são: a 
discretização da malha de elementos finitos; o estado de carga macroscópica a que a 
microestrutura é sujeita; a estratégia de filtro de sensibilidades e o design inicial.  
No estudo da otimização das propriedades elásticas, foram obtidas topologias 
quando otimizadas diversas componentes do tensor elástico, bem como o módulo de 
compressibilidade, com restrições de volume máximo. São implementados 
constrangimentos de simetria com o objetivo de obter topologias com várias simetrias 
nomeadamente a isotrópica. Por último, são apresentados vários problemas de 
minimização do coeficiente de Poisson com vista à obtenção de microestruturas 
auxéticas. 
No processo de otimização, é utilizada a teoria da homogeneização que possibilita 
estimar as propriedades elásticas dos materiais compósitos periódicos, tratando um 
meio heterogéneo como sendo um meio homogéneo com propriedades mecânicas 
equivalentes. Visto que se trata de um método simplificativo, existe um erro associado, 
pelo que é realizada a análise dos efeitos de escala com o fim de validar esta teoria. 
Foram realizados dois tipos de ensaios numéricos, nomeadamente, o ensaio 
normalizado de Dirichlet e um ensaio numérico alternativo. 
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This dissertation has as its main concern the optimization of the elastic properties 
of composite materials of periodic microstructures. It’s also studied some factors that 
can influence the optimization result, and finally the study of the scale-size effects. 
This work focus on the properties found in the 𝑦𝑧 plan of the microstructure, so 
that, the unit-cell is a two-dimensional model, where third direction (𝑥) is constant in all 
its domain. The composite material is made of two phases, solid and void (porous 
material). 
The study of the influence factors was done using the problem of the minimization 
of the compliance with volume constraint. The factors are: finite element mesh 
discretization, macroscopic load case, sensibilities filter strategy, and the initial design. 
In the optimization of the elastic properties study, were obtained several topologies 
when optimized the different components of the elastic tensor, as well as the 
optimization of the Bulk modulus. There were implemented material symmetry 
constraints with the goal of achieving isotropic microstructures. Finally, there’s the 
minimization of the Poisson ratio in order to obtain auxetic materials. 
In the optimization process, it’s used the homogenization theory that enables to 
compute the elastic properties of periodic composite materials, replacing the 
heterogeneous composite properties for a homogeneous material with equivalent 
mechanic properties. Since we are facing a simplification method, there’s an error 
linked to this, i.e, between the homogenized properties of the material and the real 
properties, so that, it’s important the scale-size effect analysis, in order to authenticate 
the assumptions used by homogenization. There were used two different numerical 
experiments, which one is Dirichlet boundary conditions and the other one is an 
alternative experiment.  
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Simbologia e notações 
Latim 
A Parâmetro adimensional que quantifica a anisotropia de material. 
𝑪𝑫, 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐷  Tensor de flexibilidade estimado a partir das condições de Dirichlet 
𝑪H, 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
H  Tensor da flexibilidade homogeneizado. 
𝐷 Dimensão característica do domínio macroscópico. 
𝑑 Dimensão característica do domínio microscópico. 
𝐸0 Módulo de elasticidade do material base da microestrutura. 
𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 Tensor da elasticidade ou rigidez. 
𝐄D, 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
D  Tensor de elasticidade estimado através das condições de Dirichlet. 
𝐄H, 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
H  Tensor da elasticidade ou rigidez homogeneizado. 
𝐄T, 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
T  Tensor de elasticidade alvo. 
𝐸𝑠ó𝑙𝑖𝑑𝑜 Módulo de elasticidade do material 1 (sólido). 
𝐸𝑣𝑎𝑧𝑖𝑜 Módulo de elasticidade do material 2 (vazio). 
𝑓 Função objetivo. 
𝐹𝑂𝑏𝑗
𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙
 Função objetivo final. 
𝐹𝑂𝑏𝑗
𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 Média da função objetivo final. 
𝐹𝑂𝑏𝑗
𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 Função objetivo inicial. 
𝐹𝑂𝑏𝑗
𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ Média da função objetivo inicial. 
𝐺 Módulo de corte do material. 
𝑔𝑖 Funções de contrangimento 
?̂? Operador de convulsão utilizado no filtro de sensibilidades. 
𝐾 Módulo de compressibilidade. 
𝐾𝐻 Módulo de compressibilidade homogeneizado. 
𝐾∗ Limite máximo do módulo de compressibilidade. 
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𝑛 Fator de escala. 
𝑁 Número de elementos que compõem a malha. 
𝑝 Expoente de penalização do modelo SIMP. 
𝑟𝑚𝑖𝑛 Raio do filtro de sensibilidades. 
𝑉𝑚𝑎𝑥 Limite superior para a fração volúmica de material disponível. 
𝑤𝑖 Fator peso da função objetivo. 
𝑊 Trabalho por unidade de volume. 
𝑌 Domínio microscópico. 
 
Grego 
𝛽 Constante arbitrária. 
𝛾 Distorção. 
𝛿𝑖𝑗 Delta de Kronecker. 
𝛿 Tolerância atribuída a constrangimentos de igualdade. 
𝜺, 𝑖𝑗 Tensor das extensões. 
𝑟𝑠
0  Campo de deslocamento macroscópico médio. 
𝜆 Primeira constante de Lamé. 
𝜇 Função densidade microscópica. 
𝑣 Coeficiente de Poisson do material. 
𝑣∗ Coeficiente de Poisson estimado através de ensaios numéricos. 
𝑣𝐷 Coeficiente de Poisson estimado através das condições de Dirichlet. 
𝑣𝐻 Coeficiente de Poisson homogeneizado. 
𝜌 Função densidade macroscópica. 
𝝈, 𝜎𝑖𝑗 Tensor das tensões. 
𝜎𝑂𝑏𝑗
𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 Desvio padrão da função objetivo final. 




𝛹 Domínio macroscópico. 
𝜓 Função arbitrária. 
 
Operadores 
〈. 〉 Simbologia que se refere à média. 
 
Abreviaturas 
APDL Ansys Parametric Design Language 
MMA Method of Moving Asymptotes 







A Engenharia é uma área bastante abrangente que consiste na aplicação do 
conhecimento científico e daquele que é adquirido no quotidiano, como o social e 
económico, com o objetivo de criar, desenvolver, manter, aplicar e otimizar máquinas, 
dispositivos, estruturas, materiais ou processos de modo a possibilitar e a facilitar a 
vida do ser humano. Desde a antiguidade que a Engenharia ocupa um importante 
papel no desenvolvimento da civilização tendo contribuído para a invenção de objetos 
indispensáveis na sociedade, tais como a roda e a alavanca, até aos dias de hoje 
onde estamos constantemente em contacto com produtos criados a partir da 
engenharia, nomeadamente o computador ou o veículo motorizado. 
Dos vários campos que constituem a Engenharia, nesta dissertação é focada a 
área da análise e otimização estrutural. No projeto de estruturas e materiais 
compósitos, é preciso ter em conta as propriedades mecânicas dos materiais e a que 
tipo de carregamentos, tensões e/ou deslocamentos, as estruturas estão sujeitas, de 
modo a cumprir os requisitos para o qual estas foram concebidas. Assim, é necessário 
proceder a uma análise estrutural de modo a apurar a qualidade da estrutura para a 
função pretendida. Para isto existem três métodos principais: 1) método analítico, 2) 
método numérico, 3) método experimental, sendo este último alvo de um maior 
número de condicionantes, tais como o orçamento, qualidade do local de trabalho, 
erro humano e a própria complexidade do objeto em estudo. 
Os métodos analíticos ou modelos matemáticos passam pela descrição das 
características principais do comportamento de um sistema através de um conjunto de 




problemas variam quanto à sua complexidade, podendo algumas ser complicadas ao 
ponto de a sua resolução se tornar intratável. 
Como tal, ao longo destas últimas épocas tem-se assistido a um desenvolvimento 
computacional enorme, o que tem possibilitado a resolução de vários problemas 
através de métodos numéricos, que se caracterizam pela sua eficiência e rigor. Entre 
os métodos numéricos, o Método dos Elementos Finitos (MEF) destaca-se pela sua 
polivalência na resolução de problemas no domínio da engenharia e da física. Este 
método é utilizado na dissertação para realizar a análise estrutural dos compósitos em 
estudo através do software Ansys. 
No MEF, o domínio do problema é decomposto em vários sub-domínios, onde as 
suas equações são aproximadas através de um método variacional. A razão pela qual 
este método é aplicado consiste no facto de ser mais fácil aproximar uma função 
complexa através de várias equações dos vários sub-domínios de simples resolução 
que regem o sistema, onde o erro pode ser tão pequeno quanto maior for a 
quantidade dos sub-domínios utlizados e melhor for a qualidade das funções de 
aproximação.  
Ao longo dos últimos anos, caracterizados pela produção em massa e uma 
inovação tecnológica incessante, o termo otimização tem ganho um espaço cada vez 
mais preponderante no seio da Engenharia. A otimização representa um problema de 
minimização ou maximização de uma função objetivo de variáveis contínuas ou 
discretas, sujeita a determinados constrangimentos, que visa obter a solução ótima 
para um determinado problema, o que aplicado na Engenharia permite, por exemplo, 
uma minimização dos custos de produção de um dado objeto/projeto através da 
redução de material, ou da opção por um material mais barato, que cumpra os 
mesmos ou melhores requisitos, mão de obra e energia. Para além destas utilidades, 
nos dias de hoje, onde os recursos energéticos e materiais começam a escassear 
devido à sua utilização em demasia, a otimização tem um impacto bastante positivo na 
sociedade e no meio ambiente, uma vez que permite a redução do consumo dos 
combustíveis fósseis e de materiais nocivos à saúde pública e à Natureza. 
A otimização das propriedades do material assume então um papel importante no 
design das estruturas visto que, a utilização do material certo para determinadas 
funções pode significar a diminuição do peso da estrutura, uma maior rigidez, uma 
melhoria da condutividade elétrica ou térmica, maximização do módulo de 




encontradas na Natureza, como materiais com coeficiente de Poisson negativo 
(auxéticos) ou materiais com compressibilidade nula ou negativa. 
Estas características podem ser encontradas em microestruturas projetadas 
através da otimização topológica, que é um processo iterativo que consiste em 
distribuir o material num determinado volume ou área segundo uma determinada 
função objetivo sujeita a certos constrangimentos, de modo a obter o design ótimo da 
microestrutura do material. A mesma será descrita mais aprofundadamente ao longo 
desta dissertação. 
Em relação aos materiais compósitos, estes são obtidos através da junção de dois 
ou mais constituintes, denominados de fases, onde cada um destes tem propriedades 
mecânicas, físicas ou químicas diferentes. Através da combinação destes materiais, 
tornou-se possível a obtenção de novos materiais com propriedades especializadas 
para a determinada função a cumprir, tais como uma elevada resistência em 
comparação com o respetivo peso reduzido, materiais com características de 
flexibilidade únicas, podendo ser moldados em formas e geometrias com alto grau de 
complexidade. 
Dentro dos materiais compósitos existem várias classes sendo que nesta 
dissertação, são considerados mais concretamente os compósitos de microestrutura 
periódica. Nesta classe de compósitos, considera-se uma célula base de dimensões 
unitárias que é replicada em todas as direções espaciais, o que descreve a 
heterogeneidade do meio.  
O estudo das propriedades mecânicas de um meio periódico heterogéneo 
recorrendo à utilização de meios analíticos ou numéricos pode causar problemas de 
ordem computacional quando o número de heterogeneidades se torna num valor 
elevado. Quando isto acontece é comum a utilização de técnicas de simplificação, 
nomeadamente a técnica de simplificação de cálculo de propriedades mecânicas 
equivalentes denominada de Homogeneização. Esta técnica consiste na aproximação 
das propriedades mecânicas de uma estrutura periódica, substituindo o meio 
heterogéneo por um meio homogéneo com propriedades mecânicas equivalentes, 
permitindo uma análise numérica mais extensa com menores gastos computacionais. 
No entanto, como em todos os métodos de simplificação, existe um grau de erro 
associado a este, que relaciona as características mecânicas do material heterogéneo 
com o material homogéneo equivalente, tornando-se necessário o estudo dos efeitos 
de escala de modo a comprovar a eficácia do método da homogeneização. 
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1.1 Objetivos da Dissertação  
 
A presente dissertação tem como objetivo o contributo para o desenvolvimento 
científico na área da otimização e análise estrutural de materiais compósitos de 
microestrutura periódica de duas fases, sólido e vazio. Para isto é utilizada a técnica 
de otimização topológica com o fim de obter a microestrutura do material ótima para 
realizar eficientemente a função para a qual foi projetada. Esta técnica permite a 
obtenção de materiais com características especiais raras ou até inexistentes na 
Natureza, que possam contribuir para a continuidade do forte desenvolvimento 
tecnológico a que se tem assistido, sendo esta uma das principais motivações deste 
trabalho.  
A realização desta dissertação teve início com a aquisição de conhecimentos na 
área da otimização topológica e dos vários fatores que a influenciam e caracterizam  
(Bendsøe e Sigmund 2003). Para aprofundar os conhecimentos utilizou-se um código 
de otimização topológica em duas dimensões no software Matlab (Sigmund 2001) e 
outro de otimização em três dimensões também em Matlab (Liu & Tovar 2014), onde 
foram corridos diversos casos, desde a alteração das condições de fronteira à 
alteração de parâmetros relacionados com o algoritmo, como por exemplo o tamanho 
do raio do filtro das sensibilidades, a constante de penalização ou a fração volúmica. 
Este trabalho inicial contribuiu essencialmente para uma familiarização com estes 
parâmetros.  
Posto isto, passou-se à utilização de um código de otimização em FORTRAN 
onde foram realizadas diversas otimizações com diferentes malhas (1𝑥20𝑥20, 
1𝑥30𝑥30, 1𝑥40𝑥40, 1𝑥50𝑥50), diferentes estratégias de filtro, células iniciais e casos de 
carga, como será descrito mais à frente nesta dissertação. Para esta parte do 
trabalho, a função objetivo considerada foi a minimização da flexibilidade sujeita ao 
constrangimento de volume. Tendo adquirido o conhecimento e a experiência sobre o 
algoritmo de otimização, procedeu-se à definição das seguintes funções objetivo e 
suas otimizações: a maximização de diferentes constantes elásticas do tensor da 
elasticidade, a maximização da rigidez sujeita a simetrias ortotrópicas, cúbicas e 
isotrópicas; a maximização do módulo de Compressibilidade e do módulo de Corte; a 
minimização do coeficiente de Poisson com a perspetiva de obtenção de materiais 




O objetivo desta dissertação passa também pelo estudo dos efeitos de escala 
relativos ao coeficiente de Poisson, isto é, calcular o erro entre as propriedades 
mecânicas do material obtidas através de ensaios numéricos utilizando códigos APDL 
(ANSYS Parametric Design Language) e as propriedades mecânicas do material 
obtidas pelo método da homogeneização, de forma a poder validar esta teoria de 
simplificação aplicada ao coeficiente de Poisson.  
 
1.2 Estrutura da dissertação 
 
A dissertação é composta por 6 capítulos, sendo que o presente capítulo se refere 
à introdução onde são mencionados os objetivos e motivações pelos quais este 
trabalho será realizado. 
No capítulo 2 é realizada uma revisão literária sobre os vários temas abordados 
nesta dissertação. Sendo eles a análise e otimização estrutural e topológica, focando 
nas formulações existentes dos problemas que vão ser trabalhados nesta dissertação. 
Para além disto, são apresentadas as características dos materiais compósitos de 
microestrutura periódica e várias aplicações destes na indústria. 
O capítulo 3 é um capítulo fundamentalmente teórico, onde são apresentados os 
principais fundamentos da mecânica estrutural que estão na base desta dissertação. É 
apresentado o modelo material utilizado e são explicados os principais processos e 
metodologias utilizados na análise e otimização de estruturas. Encontra-se também o 
estudo da medida da anisotropia, bem como a teoria do estudo dos efeitos de escala. 
No capítulo 4 são explicados os problemas abordados. Este encontra-se dividido 
em três secções, nomeadamente da análise de fatores de otimização realizada sobre 
o problema clássico da otimização topológica; a otimização das propriedades 
elásticas, onde são caraterizadas as funções objetivo, funções de constrangimento e 
respetivos gradientes; e a caracterização dos ensaios numéricos realizados com vista 
ao estudo dos efeitos de escala do coeficiente de Poisson. 
Os resultados e respetivos comentários encontram-se no capítulo 5. Tal como o 
capítulo 4, este também se encontra dividido nas mesmas três secções de modo a 
facilitar a compreensão dos resultados em relação ao problema em causa. Na primeira 
são apresentadas as topologias ótimas das microestruturas quando sujeitas a 
diferentes estados de carga, estratégia de filtragem e células iniciais. Na segunda são 
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demonstradas as várias topologias obtidas através da otimização dos vários 
problemas formulados. Na terceira secção são apresentados os resultados obtidos do 
estudo dos efeitos de escala do coeficiente de Poisson através das análises 
numéricas. 
Por último, tem-se o capítulo 6 onde são discutidos os resultados obtidos, fazendo 
uma análise aos fatores positivos e negativos de todo este trabalho. Esta dissertação 
termina com uma consideração sobre possíveis trabalhos futuros que possam ser 
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2 Estado da arte 
A área da otimização estrutural tem sido alvo de interesse há várias décadas. Os 
primeiros trabalhos analíticos sobre este tema foram publicados por Maxwell (1890) e 
Michell (1904).  No entanto, assistiu-se somente ao forte desenvolvimento deste 
conceito no início da década de 50 quando surgiram os primeiros computadores 
digitais, métodos numéricos de programação matemática e métodos de análise de 
estruturas como o método dos elementos finitos. Desde então que se presenciou uma 
nova fase da otimização estrutural sendo denominada de otimização estrutural 
moderna (Coelho & Cardoso 2012). 
 
2.1 Otimização Estrutural 
 
A otimização estrutural é uma área científica que abrange um conjunto de 
métodos e teorias com o intuito de obter a estrutura que desempenhe mais 
eficientemente a função desejada, tendo como ideia fundamental a determinação de 
um conjunto de parâmetros da estrutura, variáveis de projeto, de modo a minimizar ou 
maximizar a função objetivo (função custo) sem violar os constrangimentos impostos 
relacionados com a estabilidade e segurança da estrutura. De realçar a importância 
deste método no projeto de estruturas complexas com um elevado número de 
parâmetros e constrangimentos bem como a sua capacidade de organizar a atividade 
de projeto. O projeto ótimo de estruturas segundo este método é um processo iterativo 
como demonstrado na figura 2.1: 
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Figura 2.1 – Processo Iterativo na otimização estrutural, adaptado de (Coelho & Cardoso 
2012) 
  
A otimização estrutural pode ser dividida em três classes principais, sendo estas: 
otimização dimensional, otimização de forma e a otimização de topologia. Pode 
também ser considerada, para além destas três categorias, a otimização de material 
onde o objetivo é encontrar o material ótimo, mantendo a geometria e as dimensões 
da estrutura iniciais. 
A otimização estrutural moderna estava sobretudo direcionada para a resolução 
de problemas de otimização dimensional. Neste tipo de problemas, as variáveis de 
projeto são as dimensões das secções transversais dos elementos da estrutura. 
Geralmente, trata-se de um processo de otimização com variáveis discretas em que 
as soluções são combinações de valores de um determinado conjunto definido de 
soluções normalizadas.  
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Na década de 1970 surgiu um novo tipo de otimização que complementou a 
otimização dimensional. A otimização de forma consiste na otimização de uma 
estrutura com a sua topologia previamente definida, onde se considera a variável de 
projeto a fronteira Γ que delimita o domínio Ω que esta ocupa. A fronteira Γ pode ser 
definida por um conjunto de pontos, uma linha ou uma superfície. Estas são então as 
variáveis de projeto neste tipo de otimização, onde o objetivo é encontrar a geometria 
ótima da fronteira Γ, que minimize a função objetivo. Tendo em conta que na 
otimização de forma a topologia inicial da estrutura permanece inalterada, a solução 
final dependerá desta, ou seja, se a topologia inicial não for a melhor, a solução final 
não será a melhor consequentemente.  
Estes dois tipos de otimização podem ser utilizados individualmente, no entanto 
apresentam limitações que podem impedir que se chegue a uma solução ótima. Para 
contornar esta situação, a utilização destes dois métodos em conjunto é aconselhável 
para a obtenção de melhores resultados. 
No início da década de 1980 surge a otimização topológica como alternativa aos 
métodos de otimização descritos. Este tipo de otimização representa um processo de 
onde se distribui o material disponível pela área ou volume imposto, através da 
remoção gradual de pequenas porções de material que apresentem um baixo nível de 
tensão, não estando por isso a ser utilizado eficientemente na transmissão de esforços 
internos. Os três processos de otimização estão representados na seguinte figura: 
 
Figura 2.2- a) Otimização dimensional, b) Otimização de forma, c) Otimização 
topológica. O projeto inicial encontra-se à esquerda e o projeto otimizado à direita, adaptado de 
(Bendsøe, M P, Sigmund 2003) 
 
A otimização topológica possui dois grupos principais: A otimização a partir de um 
meio discreto e a otimização a partir de um meio contínuo.  
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A otimização topológica a partir de um meio discreto, também conhecido por 
Ground Structure Approach, é especificamente aplicado a estruturas reticuladas, onde 
a otimização tem como objetivo descobrir qual a conectividade barras que minimiza o 
peso da estrutura e satisfazem os constrangimentos de encurvadura, deslocamento ou 
tensão. 
Em relação à otimização de topologia em meios contínuos, é aplicado usualmente 
um método conhecido por Hard-Kill Method, também conhecido por Fully Stressed 
Design Technique. Neste caso, considera-se um domínio em meio contínuo Ω 
discretizado por uma malha de elementos finitos. O processo de otimização consiste 
em determinar em cada ponto na malha a presença ou não de material, sendo esta 
descrita por variáveis booleanas (0 ou 1), que representam a ausência (0) ou 
existência (1) de material. 
 
2.1.1 Otimização Topológica 
 
Como já referido, a otimização de topologia destaca-se pela eficiência na procura 
do design ótimo. Na sua aplicação a materiais compósitos de microestrutura periódica, 
possibilita o desenvolvimento de materiais de elevada performance e multifacetados 
(que cumpram mais do que um objetivo). O objetivo deste tipo de otimização é 
determinar a distribuição de material com uma fração volúmica específica num 
determinado domínio Ω, que minimize a função custo dado um conjunto de restrições 
ou constrangimentos (Cadman et al. 2013). De seguida encontra-se representada uma 













∗               
                     0 <  𝜇𝑖 ≤ 1    , 𝑖 = 1,… ,𝑁




Onde 𝑓(𝜇) representa a função objetivo a ser otimizada, 𝑉∗ é o volume limite, 𝑉 é 
a fração volúmica,  𝑣𝑖 e 𝜇𝑖  são a fração volúmica e densidade, respetivamente, de 
cada um dos 𝑁 elementos finitos. 
Contudo, os problemas de otimização topológica formulados através de elementos 
finitos com polinómios interpoladores de grau reduzido (1ª ordem) apresentam vários 
problemas numéricos, tais como os padrões de checkerboard, onde os elementos 
sólidos (preto) e vazios (branco) aparecem de forma alternada formando um padrão 
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de xadrez, sendo indesejável na medida em que criam resultados de rigidez artificial 
(Díaz & Sigmund 1995). Existe também o problema da dependência da malha que 
resulta da obtenção de resultados diferentes em malhas de tamanhos diferentes, para 
a mesma função objetivo e constrangimentos (Sigmund & Petersson 1998). 
Para contornar estes problemas numéricos, adota-se a utilização de elementos de 
ordem superior (de segunda ordem ou superior); o uso de técnicas de relaxamento, 
como a homogeneização (Bendsøe 1989); métodos de restrição, como o controlo do 
perímetro; constrangimentos de gradientes globais e locais, de modo a garantir a 
existência das derivadas parciais evitando singularidades (Petersson & Sigmund 
1998); técnicas de filtragem; métodos de difusão não lineares e esquemas de 
interpolação de material, tais como o SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization) 
(Bendsøe 1989), ou RAMP (Rational approximation of material properties), ver 
(Bendsøe, M P, Sigmund 2003).   
Os problemas de otimização topológica envolvem geralmente um número 
bastante elevado de variáveis de projeto, o que torna a sua resolução desafiadora 
devido ao tempo de computação. Como tal, surgiram algoritmos que permitiram uma 
convergência mais rápida e eficaz, nomeadamente o OC (Optimality Criteria) em 
(Zhou & Rozvany 1992); o MMA (Method of moving asymptotes) de (Svanberg 1987). 
Também existem os seguintes algoritmos aplicados à otimização topológica: o ESO 
(Evolutionary structural otimization) e BESO (Bidirectional evolutionary structural 
otimization) em (Xie & Steven 1997); e o GA (Genetic Algoritm) em (Ti 2002). 
 
2.2 Formulações de problemas de otimização 
 
A presente dissertação tem como um dos objetivos a otimização das propriedades 
elásticas de materiais de microestrutura periódica. No capítulo 5 são demonstradas 
diferentes microestruturas obtidas através da otimização de diferentes constantes 
elásticas do tensor de elasticidade. Com a aquisição de experiência e conhecimento 
sobre o algoritmo e os desafios normalmente adjacentes ao problema da otimização, 
procedeu-se à obtenção de diferentes tipos de materiais, materiais com a densidade 
de energia de tensão minimizada, materiais compósitos com simetria de isotropia e 
materiais compósitos auxéticos (coeficiente de Poisson negativo).  
Nesta secção será demonstrada uma revisão bibliográfica sobre as diversas 
formulações existentes para otimização da microestrutura destes materiais. 
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2.2.1 Minimização da Compliance 
 
O problema da minimização da Compliance (flexibilidade), com constrangimento 
de volume representa o problema tradicional da otimização topológica. Este problema 
passa pela maximização da rigidez da microestrutura da célula unitária ou da 
minimização da sua flexibilidade. A formulação em (2.2) tem como base a tensão, ou 
seja, a otimização da distribuição de material da microestrutura depende dos valores 







𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎     ∫ 𝜇(𝑦)𝑑𝑌
𝑌
≤ 𝑉∗;        0 <  𝜇 ≤ 1, 𝑦 ∊ 𝑌 (2.2b) 
Onde 𝜇 representa a densidade local, entre um valor muito baixo, por exemplo 10−5 e 
1, dependendo da variável de posição 𝑦 da célula base no domínio 𝑌. 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐻  é o tensor 
da compliance homogeneizado, e ?̅? representa o tensor que caracteriza o campo de 
tensões médias macroscópicas aplicadas no compósito, e 𝑉∗ representa o volume 
limite de material. 
Sobre este problema, foi realizada uma análise extensiva a fatores que 
influenciam o processo de otimização até à solução ótima. Nomeadamente a 
realização de otimizações com diferentes malhas (1𝑥20𝑥20, 1𝑥30𝑥30, 1𝑥40𝑥40, 
1𝑥50𝑥50), de modo a verificar qual a malha que produz a melhor relação entre a 
qualidade de resultados e custo computacional, e se existe dependência da malha, ou 
seja, se existem topologias ótimas diferentes nas diferentes malhas utilizadas. A 
escolha da célula inicial pode influenciar também a solução final, devido à existência 
de vários mínimos locais existentes nos problemas de otimização (Bendsøe & 
Sigmund 2003), pelo que é realizada a otimização partindo de quatro topologias 
iniciais diferentes de modo a verificar diferenças ou não nas soluções finais. O efeito 
do filtro de sensibilidades foi também estudado, tendo sido testado duas estratégias 
diferentes de filtragem. Todas estas condicionantes da otimização topológica foram 
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2.2.2 Maximização de constantes elásticas  
 
O tensor da compliance ou flexibilidade é o inverso do tensor da rigidez, ou seja: 
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
−1  (2.3) 
O tensor elástico efetivo em duas dimensões de um material ortotrópico pode ser 













As relações constitutivas e de simetria dos tensores de elasticidade e flexibilidade 
serão apresentadas no capítulo 3. 
A formulação de problemas de maximização das constantes elásticas do tensor 
de elasticidade tem como base a deformação, ou seja, é dado um campo de 







𝐻  o tensor de elasticidade homogeneizado. Deste modo, a maximização das 








𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎                 𝑉(𝜇) =  ∑𝜇𝑡𝑣𝑡
𝑛
𝑖=1




0 <  𝛿 < 𝜇𝑖 < 1 ,        𝑡 = 1, 𝑛 
 
(2.5c) 
Onde 𝑤𝑖𝑗 é o fator peso na otimização das diferentes constantes elásticas do tensor 
𝐸𝑖𝑗
𝐻, 𝑉(𝜇) representa o volume total de material da microestrutura, 𝜇𝑡 e 𝑣𝑡 a densidade 
e volume de cada elemento respetivamente, 𝑉∗ é o volume limite de material, 
𝛿 representa o limite inferior da densidade de cada elemento 𝜇𝑖, por exemplo 10
−4, 
usado para evitar singularidades na matriz de rigidez dos elementos. A passagem de 
um tensor de quarta ordem 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐻  para uma representação matricial deve-se à 
simplificação usada nos índices do tensor através da notação de Voigt-Kelvin: 11→1, 
22→2, 33→3, 23→4, 31→5, 12→6. Assim, a componente elástica 𝐸1111
𝐻  pode ser 
representada simplesmente por 𝐸11
𝐻  (Zhang et al. 2007). 
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A figura 2.3 pretende demonstrar a relação da maximização individual das 
diferentes constantes elásticas do tensor com a distribuição de material final na 
microestrutura. 
 
Figura 2.3 – Maximização de diferentes componentes do tensor elástico e respetivas 
microestruturas. 
 
Com esta representação, é possível verificar que quando se pretende a 
maximização da componente horizontal (𝐸1111
𝐻 ) e da componente vertical (𝐸2222
𝐻 ), a 
distribuição de material na microestrutura tem como objetivo somente maximizar a 
resistência à tração e à compressão nas direções axiais 1 e 2, respetivamente, da 
célula. Quanto à maximização da componente de resistência ao corte 𝐸1212
𝐻 , esta tem 
uma distribuição de material desfasada de aproximadamente 45º às direções 1 e 2.  
 
2.2.3 Constrangimentos de simetria de material 
 
Em (Sigmund & Torquato 1997) é usado o processo de otimização topológica para 
determinar a distribuição ótima de um material compósito de três fases com um 
comportamento de expansão térmica extrema com simetria isotrópica. A formulação 











































O problema formulado, em duas dimensões, serve especificamente para a 
minimização ou maximização dos coeficientes de expansão térmica (𝛼𝑖𝑗 , 𝛽𝑖𝑗), de 
materiais com três fases, onde 𝑐1 e 𝑐2 representam a fração volúmica do material 
sólido 1 e 2 respetivamente, onde 𝒙𝟏 e 𝒙𝟐 são os N-vetores das variáveis de projeto. 
Para este caso a fase 3 é considerado o vazio. De modo a evitar problemas 
computacionais, como a singularidade da matriz rigidez na formulação dos elementos 
finitos, o limite inferior de 𝒙𝟏 é alterado de zero para um 𝒙𝒎𝒊𝒏 = 10
−4. Experiências 
numéricas ditam que as regiões sem material não possuem significado estrutural pelo 
que podem ser vistas como regiões de vazio, ou seja, o limite inferior pode ser zero. 
Na otimização há que conferir um mínimo de rigidez à microestrutura e para isso, 
introduz-se um limite inferior desta. O constrangimento em (2.7) pode ser escrito para 
materiais isotrópicos como um limite inferior do módulo de Compressibilidade: 
𝐾𝑚𝑖𝑛










 Com vista à obtenção das simetrias ortotrópica, cúbica e isotrópica (explicitadas 
no capítulo 3) é necessário a implementação destas na formulação. A ortotropia nos 
materiais pode ser obtida especificando um eixo de simetria na célula base. 
Assumindo que o material é ortotrópico, para conseguir a simetria quadrada no tensor 
da elasticidade é somente preciso definir: 
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Para atingir as condições de isotropia é preciso adicionar à equação (2.8) o 
seguinte constrangimento: 




Na formulação em causa, as simetrias do tensor de elasticidade são impostas 













((𝐸1111 + 𝐸2222) − 2(𝐸1122 +  2𝐸1212))
2
(𝐸1111 + 𝐸2222)




Onde 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟𝑠𝑞 surge como a função de penalidade para o constrangimento de 
simetria quadrada e 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟𝑖𝑠𝑜 representa a função de penalidade para o 
constrangimento de isotropia. Os parâmetros 𝑤 funcionam como pesos às funções de 
penalidade, assumindo valores diferentes de zero. Ainda que nesta formulação se 
encontrem termos que não foram descriminados nesta dissertação, considerou-se a 
introdução destes constrangimentos de simetria do problema, como será averiguado 
no capítulo 4. 
Em (Guest & Prevost 2006) a otimização topológica é utilizada no 
desenvolvimento de materiais multifuncionais, em três dimensões, com propriedades 
ótimas de rigidez e permeabilidade do fluído, com restrições de simetria. O problema 
de otimização é formulado de maneira a que a microestrutura possa ser manipulada 
consoante o tamanho e o peso desejado, mantendo a rigidez e a permeabilidade na 
função objetivo, como seguidamente descrito: 
min 
𝜇
−𝛼𝑠𝑡𝑖𝑓𝑓𝑓𝑠𝑡𝑖𝑓𝑓 + 𝛼𝑝𝑒𝑟𝑚𝑓𝑝𝑒𝑟𝑚 +𝑤𝑠𝑡𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑠𝑡𝑖𝑓𝑓 −𝑤𝑝𝑒𝑟𝑚𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑝𝑒𝑟𝑚 
 
(2.12a) 
𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎                    𝑉min ≤∑𝜇𝑖𝑣𝑖
𝑛
𝑖=1




𝜇𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝜇𝑖 ≤ 1   
 
(2.12c) 
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Onde 𝛼𝑠𝑡𝑖𝑓𝑓 e 𝛼𝑝𝑒𝑟𝑚 são pesos relativos à função objetivo de rigidez 𝑓𝑠𝑡𝑖𝑓𝑓 e de 
permeabilidade  𝑓𝑝𝑒𝑟𝑚 , respetivamente, sendo que 𝛼𝑠𝑡𝑖𝑓𝑓 + 𝛼𝑝𝑒𝑟𝑚 = 1, e  𝑤𝑠𝑡𝑖𝑓𝑓 e 
𝑤𝑝𝑒𝑟𝑚 são os pesos das funções de penalidade da simetria de rigidez e fluido 
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑠𝑡𝑖𝑓𝑓 e 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑝𝑒𝑟𝑚, respetivamente. De modo a evitar o mínimo local, 𝑤𝑠𝑡𝑖𝑓𝑓 e 
𝑤𝑝𝑒𝑟𝑚 são inicialmente definidos com um valor baixo, por exemplo 1.0, que vai 
aumentando progressivamente com o decorrer das iterações. Como nesta dissertação 
não se consideram os efeitos da permeabilidade nas microestruturas, tem-se que 
𝛼𝑝𝑒𝑟𝑚 = 0, passando para um problema com uma só função objetivo (rigidez) com 
constrangimentos de simetria. A variável 𝑣𝑖 é o volume de cada elemento 𝑒 e 𝜇𝑚𝑖𝑛 é 
um valor de densidade mínimo para evitar singularidades na matriz de rigidez global. 
De modo a conferir rigidez à estrutura 𝑓𝑠𝑡𝑖𝑓𝑓, pode ser definida como a 
maximização do módulo de Compressibilidade, que representa a resistência à 
deformação volumétrica e que é uma propriedade utilizada frequentemente na 
otimização (Sigmund 2000). Assumindo uma simetria cúbica ou isotrópica, o módulo 







(𝐸11 + 𝐸22 + 𝐸33) +
2
3
(𝐸12 + 𝐸13 + 𝐸23)) 
 
(2.16) 







A função rigidez é normalizada de modo a garantir um maior controlo da ordem de 
grandeza na função objetivo. Para este caso, utilizou-se o valor máximo do módulo de 
Compressibilidade 𝐾∗ obtido num processo de otimização em que se visa a 
maximização do mesmo. 










𝑛𝑜𝑟𝑚 é o termo de normalização: 
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑠𝑡𝑖𝑓𝑓




𝑐𝑢𝑏𝑖𝑐 corresponde à restrição das constantes elásticas independentes do 
tensor à simetria imposta (cúbica): 





𝐻 )2 + (𝐸22
𝐻 − 𝐸33










𝐻 )2 + (𝐸12
𝐻 − 𝐸23










A função 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑠𝑡𝑖𝑓𝑓 de penalidade é normalizada de modo a conferir consistência 
quando são usados materiais com propriedades elásticas diferentes. Quando esta é 
usada como termo de penalidade na função objetivo, a normalização deve evitar que o 
tensor de elasticidade seja zero quando o peso associado à função erro 𝑤𝑠𝑡𝑖𝑓𝑓 assume 
um valor elevado. Quanto à função objetivo da permeabilidade, visto que não se 
encontra nos objetivos da dissertação, esta não será demonstrada neste trabalho, 
podendo ser consultada em (Guest & Prevost 2006). Esta formulação tem como 
objetivo resolver problemas a três dimensões, no entanto nesta dissertação, os 
problemas de otimização foram formulados para a resolução em duas dimensões, pelo 
que se assiste a uma simplificação dos constrangimentos de simetria das constantes 
elásticas. Embora a simetria seja cúbica, é possível atingir a isotropia acrescentando 
os devidos constrangimentos de forma análoga.  
As formulações anteriormente expostas apresentavam os constrangimentos de 
simetria como funções de penalidade à função objetivo, no entanto, em (Wilkins et al. 
2007) é apresentada uma formulação de um problema com vista à maximização da 
condutividade e do módulo de Compressibilidade, de um material compósito de duas 
fases (sólido e vazio) em duas dimensões, com os constrangimentos de isotropia 
impostos nas restrições do problema. Na equação (2.21) encontram-se relações entre 
as componentes do tensor de elasticidade dadas por 𝐴𝑖, de modo a simplificar a 
























O tensor 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 possui seis graus de liberdade, enquanto que 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑖𝑠𝑜  tem dois, o que 
significa que é necessário impor quatro restrições para alcançar a simetria isotrópica: 
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2𝐴1 + 2𝐴2 − 𝐴3 − 𝐴4 = 0 (2.22) 
 
𝐴1 − 𝐴2 = 0 (2.23) 
 
𝐴1 + 𝐴3 − 𝐴5 = 0 (2.24) 
 
𝐴2 + 𝐴3 − 𝐴6 = 0 (2.25) 
O problema é então formulado através da maximização ou minimização de uma dada 
propriedade, como o módulo de Compressibilidade e a condutividade neste caso, 
sujeito a estas quatro restrições de simetria.  
Em (Kang, Heesuk; Hollister 2007) é proposto um esquema de otimização para o 
design de microestruturas porosas em três dimensões. A rigidez e difusividade 
efetivas são calculadas usando o método a homogeneização e as microestruturas são 
geradas através da otimização topológica minimizando os erros entre as propriedades 
efetivas e as propriedades mecânicas alvo. A formulação é então a seguinte: 
min𝑓 = 𝑓𝑡𝑎𝑟 + 𝑓𝑐𝑢𝑏 + 𝑓𝑝𝑒𝑛 (2.26a) 
 










0 <  𝜇𝑖 ≤  1 
 
(2.26d) 
Onde 𝛷 representa a porosidade, 𝛷𝑙𝑏 e 𝛷𝑢𝑏 os seus limites inferior e superior, 
respetivamente. 𝐷𝑙𝑏 e 𝐷𝑢𝑏 são os limites inferior e superior dos coeficientes de difusão 
isotrópicos. 𝐷𝑗𝑗
𝑒𝑓𝑓
são as constantes de difusão efetivas da microestrutura desenvolvida. 
𝑓𝑡𝑎𝑟 é o erro entre as constantes elásticas alvo e efetivas. A 𝑓𝑐𝑢𝑏 é a função erro de 
simetria cúbica e é definida da seguinte maneira: 




















































 Uma vez mais, a expressão descrita em (2.27) assegura somente a simetria cúbica, 
pelo que é necessário adicionar mais constrangimentos de forma análoga para atingir 
a isotropia. 
 Em (Guth et al. 2012) é apresentada uma formulação de maximização ou 
minimização de uma determinada propriedade, sujeita a restrições de isotropia em 







𝑠. 𝑎      𝑉𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥 (2.28b) 
  
 
𝐶𝑖(𝜇) = 0 , 𝑖 = 1,4  (2.28c) 
Onde 𝜇 representa as variáveis de projeto;  𝐹 representa a função objetivo (𝐹 =
𝐸1111(𝜇) + 𝐸1122(𝜇)); 𝐹
0 é o valor da função 𝐹 na primeira iteração, de notar que este é 
um método de normalização da função objetivo; 𝑉𝑚𝑖𝑛  e 𝑉𝑚𝑎𝑥 representam os limites 
inferior e superior, respetivamente, do volume da célula; e 𝐶𝑖 os constrangimentos de 
isotropia.  










((𝐸1111 + 𝐸2222) − 2 (𝐸1122 + 2𝐸1212)) = 0  
(2.30) 
 
𝐶3 = 𝐸1112 = 0  (2.31) 
 
𝐶4 = 𝐸2212 = 0  (2.32) 
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2.2.4 Coeficiente de Poisson negativo 
 
A maioria dos materiais encontrados na Natureza e utilizados na engenharia 
possuem o coeficiente de Poisson positivo, quer isto dizer que quando o material é 
sujeito à tração numa direção, este irá comprimir nas outras duas dimensões no 
espaço. Segundo (Cadman et al. 2013), para materiais isotrópicos em duas 






Assim sendo, a formulação do problema pode ser definida como a minimização 











Em (Andreassen et al. 2014) pretende-se a otimização do design de materiais 
auxéticos. A formulação, em três dimensões e considerando um material compósito de 
duas fases (sólido e vazio), utilizada para resolver o problema é a seguinte: 
min
𝜇
 𝜈∗  (2.35a) 
 
𝑠. 𝑎                        𝐾∗ ≥ 𝑎𝐾  (2.35b) 
 








2 ≤    , 𝑖, 𝑗 = 1,… , 6 
(2.35c) 





≤ 𝑉 , 𝑖 = 1,…𝑁 
(2.35e) 
              0 <  𝜇𝑖 ≤ 1, 𝑖 = 1,… ,𝑁 (2.35f) 
Onde 𝜇 representa as densidades dos elementos, 𝜈∗ é o coeficiente de Poisson 
efetivo retirado do tensor de elasticidade homogeneizado. 𝐾∗ é o módulo de 
Compressibilidade homogeneizado, 𝐾 é o módulo de Compressibilidade da fase 
sólida, 𝑎 é o rácio mínimo do módulo de Compressibilidade da fase sólida e de toda a 
microestrutura, 𝐶𝑖𝑗
∗  e 𝐶𝑖𝑗
𝑖𝑠𝑜 são as entradas da matriz constitutiva homogeneizada e da 
matriz isotrópica correspondente, respetivamente,  é um valor bastante pequeno 
Estado da arte 
 22 
(10−5 por exemplo) que serve de tolerância ao constrangimento de isotropia. 𝑉 é o 
volume da célula unitária, 𝑣𝑖 é o volume de cada elemento finito da célula e 𝜇𝑖 a 
respetiva densidade. A restrição no módulo de Compressibilidade assegura um 
mínimo na rigidez da célula. A simetria de isotropia é definida da seguinte maneira: 
 







, 𝑖 = 1,2,3 
(2.36) 
 







, 𝑖, 𝑗 = 1,2,3 𝑖 ≠  𝑗 
(2.37) 
 






, 𝑖 = 4,5,6 
(2.38) 
 
               𝑐𝑖𝑖
𝑖𝑠𝑜 = 0,  (2.39) 
Onde 𝑪∗ é a matriz constitutiva homogeneizada. 
Em (Guth et al. 2012) é encontrado um método de normalização do coeficiente de 
Poisson na função objetivo, que resulta da divisão desta propriedade homogeneizada 












Ao passo que em (Guth et al. 2015), a normalização da função objetivo é definida 
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2.3 Aplicações de Materiais Compósitos 
 
Face ao forte desenvolvimento tecnológico a que se tem assistido, surge a 
necessidade de impor alterações nos materiais tipicamente utilizados na engenharia 
de modo a satisfazer os requisitos necessários à inovação. Com isto, procedeu-se à 
combinação de diferentes tipos de materiais, com propriedades químicas e físicas 
distintas, de modo a criar um novo material com características únicas especializado 
para a função para o qual foi concebido. Este tipo de materiais, compostos por 2 ou 
mais constituintes (fases) são denominados de materiais compósitos. 
Os materiais convencionais de engenharia são geralmente homogéneos e 
isotrópicos, enquanto que os materiais compósitos se definem como sendo 
anisotrópicos. Entende-se por materiais homogéneos aqueles cujas suas propriedades 
são independentes em qualquer posição do seu domínio. Um corpo é considerado 
isotrópico quando as propriedades num determinado ponto são iguais em todas as 
direções espaciais.  
Os compósitos podem ser classificados quanto à sua matriz e reforço. O reforço é 
o componente que confere a resistência e rigidez à estrutura, enquanto a matriz é a 
fase contínua que envolve o reforço e tem como principal objetivo garantir a 
continuidade do conjunto transmitindo os esforços. Aplicando estas componentes do 
compósito ao estudo da presente dissertação, considera-se o reforço a fase sólida e a 
matriz a fase de vazio. 
Na Natureza são encontrados materiais compósitos altamente eficientes nas suas 
funções, sendo um destes materiais a madeira, como referido em (Ashby 1991). A 
madeira possui uma microestrutura porosa onde o constituinte sólido é distribuído em 
células prismáticas. Desta forma, o material é movido a partir do eixo de flexão, 
tornando a madeira de uma árvore mais resistente à flexão que o próprio constituinte 
sólido que a compõe (Sigmund 1994). A microestrutura do osso humano é outro 
exemplo de um material compósito hierárquico natural. Um material é chamado de 
hierárquico, quando a sua microestrutura possui em si uma microestrutura. O osso 
humano é conhecido por ter propriedades elásticas extremas, isto é, encontram-se no 
limite do intervalo calculado por métodos analíticos. Evans (1990) refere a importância 
na necessidade de imitar o tecido ósseo o melhor possível, na realização de implantes 
de estruturas ósseas artificiais.  
A otimização de propriedades elásticas de compósitos de microestrutura periódica 
permite a obtenção de materiais extremamente especializados para a função para o 
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qual foram projetados. Em seguida são dados alguns exemplos de estruturas que 




Um dos temas que mais interesse tem gerado no seio da engenharia (Wu et al. 
2014), é a conceção de scaffolds, ou suportes biomiméticos. As lesões de acidentes, 
deformações ósseas ou do avanço da idade tem criado uma necessidade de 
implementar estruturas artificiais no local lesado do individuo. Tradicionalmente estes 
suportes porosos sintéticos são constituídos por metais, polímeros, materiais 
cerâmicos ou até compósitos de biomateriais, onde a microestrutura e propriedades 
das células naturais do tecido ósseo não são tidos em conta. A partir da otimização 
topológica (Hollister & Lin 2007) é possível ter em conta a biodegradabilidade, a 
estrutura e biologia da célula e as propriedades mecânicas do material. Atualmente, é 
possível gerar suportes biomiméticos com estruturas bastante complexas e com uma 
funcionalidade polivalente, como se pode observar na seguinte figura: 
 
Figura 2.4 – Modelo finito do fémur onde à direita se encontra o scaffold aplicado, 
adaptado de (Wieding et al. 2013)  
  
Estado da arte 
25 
 
2.3.2 Materiais Auxéticos 
 
A existência de materiais auxéticos (coeficiente de Poisson negativo) tem sido 
questionado por cientistas e investigadores por um longo período de tempo, onde 
muitos livros existentes definem o coeficiente de Poisson no intervalo de [0, 0.5[. 
Contudo, estudos mais recentes verificam que em materiais isotrópicos o coeficiente 
pode ser até -1. Ou seja, quando o coeficiente de Poisson é menor que zero, o 
material tem tendência a comprimir ou alongar numa direção, quando comprimido ou 
sujeito a tração, respetivamente, nas outras direções do espaço (2D ou 3D). 
 
Figura 2.5 – Em a) está representada a deformação de um material não auxético, 
quando sujeito a uma tensão em x, este comprime na direção y. Em b) está representada a 
deformação de um material auxético, quando sujeito a uma tensão em x, este alonga na 
direção y. Adaptado de (Evans & Alderson 2000) 
 
Em (Gibson; Ashby 1988) é sugerido que a estrutura honeycomb (favo de mel) 
invertida assume propriedades auxéticas, como representado na seguinte figura: 




Figura 2.6 – Em a) está representada o favo de mel no seu estado normal e quando 
sujeito a uma tensão na direção y. Em b) está representado o favo de mel invertido 
indeformado e quando sujeito a uma tensão em y, comprimindo na horizontal, x. Adaptado de 
(Evans & Alderson 2000) 
 
 
Existem dois tipos de procedimentos em prática para a obtenção deste tipo de 
materiais.  O primeiro método foi introduzido por  (Lakes 1987), este modifica  as 
paredes de materiais porosos sujeitando-os a calor e compressão até atingirem 
valores do coeficiente de Poisson  iguais ou inferiores a -0.7. O segundo  método é 
introduzido por (Caddock & Evans 1989), que  obteve  um material microporoso com 
coeficiente de Poisson negativo através da expansão do compósito 
polytetrafluoroethylene. Na seguinte figura, é ilustrada um gráfico que relaciona os 
materiais auxéticos existentes, sintéticos e naturais, com o seu tamanho: 




Figura 2.7 – Materiais auxéticos ao longo de várias escalas, adaptado de (Evans & 
Alderson 2000) 
Os materiais auxéticos possuem uma vasta gama de aplicações e benefícios. O 
seu elevado módulo de Corte, capacidade de absorção de energia, resistência à 
fratura e chanfradura ou resposta acústica, constituem um conjunto bastante alargado 
de benefícios que este tipo de materiais proporcionam, permitindo a sua aplicação em 
variadas áreas, nomeadamente estruturas para absorção de choque, filtros de ar,  
elementos mecânicos como parafusos ou veículos terrestres (Cadman et al. 2013). De 
constatar a variação do módulo de Compressibilidade neste tipo de materiais. O 
módulo de Compressibilidade é definido pela seguinte expressão: 𝐾 =
𝐸
3(1−𝜈)
, onde  𝐸 
é o módulo de young e 𝜈 o coeficiente de Poisson. Em materiais com coeficiente de 
Poisson negativo, o módulo de Compressibilidade, que se caracteriza pela resistência 
à variação de volume quando sujeito a pressões hidrostáticas, será menor tornando o 
material mais sensível a variações de volume. Este fator pode ser utilizado na 
produção de hydrophones (aparelho de captação de som debaixo de água).  
 
2.3.3 Materiais com compressibilidade negativa ou nula 
 
A compressibilidade é a medida da variação de volume de um corpo quando 
sujeito a uma variação de pressão. Normalmente, os materiais contraem-se em todas 
as direções quando a pressão aumenta. Contudo, existem alguns materiais com 
características especiais que expandem numa ou duas direções quando sujeitos a 
pressões hidrostáticas. Este fenómeno é denominado de compressibilidade negativa 
linear (NLC) e compressibilidade negativa de área (NAC), respetivamente. 
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Recentemente, este tipo de materiais começaram a ser alvo de interesse por parte da 
comunidade científica devido ao enorme potencial em variadas aplicações, 
nomeadamente em sensores de pressão, atuadores devido a diferenças de pressão 
ou cabos de telecomunicação óticos (Xie et al. 2014).   
A nível molecular, foram encontrados alguns materiais com compressibilidade 
negativa linear, como o monohidrato de metanol (Fortes et al. 2011), zinc dicyanourate  
(Li et al. 2012). A nível micro e macro, são referenciados alguns cristais (Weng et al. 
2008). Estes materiais podem conter características idênticas às dos materiais 
auxéticos, ou seja, podem ter o coeficiente de Poisson negativo, onde em (Grima et al. 
2012) é estudada a relação entre os materiais auxéticos e os materiais NLC e NLA. 
Na seguinte figura é representada uma microestrutura de um material com 
compressibilidade negativa linear e uma microestrutura de um material com 
compressibilidade negativa de área. 
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3 Análise e otimização 
3.1 Modelo de Material 
 
O modelo de material utilizado é um material compósito poroso de duas fases 
(sólido e vazio), de microestrutura periódica, gerado através da repetição de uma 
célula base unitária. Na presente dissertação, é estudada a otimização e análise de 
compósitos de microestrutura periódica na escala microscópica, no plano 𝑦𝑧 (vertical 𝑦 
e horizontal 𝑧) e na direcção 𝑥 (profundidade) considera-se o design constante. É 
frequente em problemas de otimização a utilização da escala microscópica e da 
escala macroscópica. A primeira tem como dimensão característica o comprimento 𝑑 
da célula base que ocupa o domínio 𝑌 unitário, (|Y| = 1), enquanto a segunda trata de 
dimensões que definem os limites exteriores ocupados pelo material, no entanto, 
nesta dissertação é só tido em conta o domínio microscópico. Na realização da análise 
de diferentes fatores que influenciam o processo de otimização topológica, 
nomeadamente os casos de carga, estratégias de filtragem e design inicial da célula; 
foram geradas e testadas diferentes malhas. Tomando (𝑥, 𝑦, 𝑧) como as direções 
espaciais, foram geradas malhas com (1, 20, 20), (1, 30, 30), (1, 40, 40), (1, 50, 50), isto 
é, 1 elemento finito na direção 𝑥, e 20, 30, 40 e 50 elementos finitos na direção 𝑦 e 𝑧, 
possuindo cada uma delas 400, 900, 1600 e 2500 elementos finitos, respetivamente. 
Perante os resultados, foi selecionada a malha com (1, 40, 40) elementos finitos 
para a realização do problema de otimização de diferentes constantes elásticas e 
propriedades de material, devido à boa definição dos limites de material e ao tempo de 
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computação bastante razoável. Para o caso da análise numérica dos efeitos de escala 
do coeficiente de Poisson, teve que se optar pela malha 30x30 devido à limitação do 
número de nós da versão do software Ansys.  
As malhas foram geradas através de comandos de programação APDL, onde o 
tipo de elemento finito utilizado na modelação numérica é o Solid45, com 8 nós, onde 
cada um possui três graus de liberdade. Na figura 3.1 encontra-se uma representação 
da malha de elementos finitos 
 
Figura 3.1 -À esquerda encontra-se a representação da malha de elementos finitos 
(𝟒𝟎×𝟒𝟎) na vista 3D, onde é possível constatar o único elemento de espessura na direção 𝒙. Á 
direita encontra-se a malha vista no plano yz e o elemento finito de 8 nós. 
 
3.2 Problema de otimização  
 
 Na presente dissertação, foram definidas diferentes funções custo com o objetivo 
de gerar diferentes microestruturas ótimas, nomeadamente a minimização da 
densidade de energia de tensão (compliance); a maximização de diferentes 
constantes elásticas do tensor de elasticidade, com e sem constrangimentos de 
simetria elástica; a maximização do módulo de Compressibilidade e módulo de rigidez; 
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e a minimização do coeficiente de Poisson. Em todas estes problemas estão 
presentes técnicas de otimização que permitem a convergência da solução ótima de 
forma eficiente, podendo o seguinte fluxograma representar o algoritmo generalizado 
da otimização topológica utilizado neste trabalho. 
 
Figura 3.2 – Fluxograma do algoritmo de otimização topológica 
 
3.2.1 Design Inicial 
 
Em problemas de otimização estrutural, é comum utilizar uma distribuição de 
material uniforme como topologia inicial. Porém, em problemas de otimização 
topológica onde se recorre à técnica da homogeneização, uma célula inicial com 
distribuição uniforme de material não contém variações na microestrutura, o que 
consequentemente produz um gradiente nulo na energia elástica e correspondentes 
sensibilidades, impossibilitando o processo de otimização. Como tal, é necessária a 
implementação de uma célula inicial com uma distribuição de densidade não uniforme 
de modo a garantir a existência de gradientes. 
 




 No projeto ótimo de material, tem-se em vista a melhor distribuição de 
densidades 𝜌 possível para uma função objetivo. As variáveis de densidade são 
contínuas no intervalo de ]0,1], onde o valor 𝜌 = 0 corresponde à ausência de material 
(região branca da microestrutura) e o valor 𝜌 = 1 à presença de material (região preta 
da microestrutura). No entanto, como as variáveis são contínuas, podem aparecer 
regiões cinzentas, isto é, com os valores de densidade de material entre 0 e 1, o que 
se torna indesejável, não só por não possuírem qualquer significado físico, como 
também se pretende que a solução final seja constituída apenas por regiões pretas e 
brancas. Em (Bendsøe 1989) é proposto um método, denominado de Solid Isotropic 
Material Penalization (SIMP), que penaliza os valores de densidade intermédios 
(zonas cinzentas). Este método relaciona o tensor da elasticidade 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 em cada ponto 
do domínio Ω da estrutura, com um tensor 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
0  de um material base isotrópico através 
de uma lei de potência que toma como argumento a função densidade 𝜌(x) e 
expoente de penalização 𝑝, como se pode verificar na equação (3.1). 
𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝜌
𝑝𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
0    (3.1) 
Nesta relação, um expoente 𝑝 >  1 tem como função forçar as densidades intermédias 
0 <  𝜌 < 1, a convergir para os valores 𝜌 = 1 (presença de material) e 𝜌 = 0 (ausência 
de material). Em problemas de otimização 2D e 3D com constrangimentos de volume, 
é necessário uma constante de penalização 𝑝 ≥ 3 para que a solução final seja 
formada por regiões em preto (𝜌 = 1) e regiões em branco (𝜌 = 0) (Bendsøe, M P, 
Sigmund 2003). Na figura 3.3 encontra-se a influência da constante de penalização 𝑝 
na otimização.  
 
Figura 3.3 - Influência da penalização de densidades na otimização, adaptado de 
(Bendsøe & Sigmund 1999) 
 
 





Como já referido, as microestruturas de materiais compósitos possibilitam uma 
boa relação rigidez/massa, o que os torna bastante atrativos na indústria pelas 
variadas aplicações que estes podem ter, pelo que é imprescindível a realização de 
análises de tensão na estrutura para obter as propriedades do material da mesma. O 
estudo das tensões pode ser feito utilizando métodos analíticos ou numéricos. Os 
primeiros permitem uma resolução direta através de equações diferenciais, o que 
pode ser bastante complicado caso a geometria da estrutura seja complexa. Já os 
métodos numéricos, como o Método dos Elementos Finitos (MEF), viabiliza a análise 
de estruturas complexas através de simulações numéricas. No entanto, surgem duas 
contrariedades a este método, nomeadamente o facto de os materiais compósitos 
serem heterogéneos, isto é, quando são sujeitos a condições de fronteira de tensão ou 
deformação, cada ponto do material reage de acordo com as suas propriedades 
elásticas; e a qualidade e precisão dos resultados, nos métodos numéricos, são 
proporcionais ao refinamento da malha utilizada (um maior número de elementos 
finitos por célula unitária permite uma maior definição da microestrutura). Estes dois 
fatores combinados impossibilitam o estudo das propriedades mecânicas do material 
compósito com geometrias complexas dado o enorme custo computacional exigido. 
Desta forma, de modo a superar estas dificuldades é recorrente a utilização do 
método da Homogeneização. Esta metodologia tem como por objetivo transformar um 
meio heterogéneo num meio homogéneo com as propriedades mecânicas 
equivalentes. A figura 3.4 permite observar de forma esquemática a passagem de um 
corpo 𝜓  heterogéneo de microestrutura periódica com propriedades elásticas 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 
para um corpo homogéneo 𝜓 de propriedades elásticas 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐻 . 
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Figura 3.4 – Representação esquemática do processo de homogeneização, à esquerda 
encontra-se a célula heterogénea, e à direita a respetiva célula equivalente com propriedades 
homogeneizadas, adaptado de (Amiano 2015) 
 
Na presente dissertação, é aplicada a teoria da homogeneização em meios 
periódicos, sendo que, como se trata de um método de simplificação, existe um erro 
associado entre o material homogeneizado e o compósito heterogéneo. Assim torna-
se importante perceber de que forma o problema real (compósito heterogéneo) se 
aproxima das hipóteses assumidas pela teoria da homogeneização. Uma das 
hipóteses é a célula base unitária, isto é, tem-se uma célula base unitária com 
dimensão característica 𝑑 infinitesimal quando comparada com a dimensão 
característica 𝐷 de domínio macroscópico, tal que  
𝑑
𝐷
→ 0 (Guedes & Kikuchi 1990). Na 
figura 3.5 encontra-se uma representação da periodicidade infinita no domínio 
microscópico no espaço e em duas dimensões. 




Figura 3.5 -Em a) encontra-se a representação da periodicidade infinita no domínio 
microscópico em 3D, em b) a mesma representação no plano 𝒚𝒛, e em c) a célula unitária. 
 
Uma outra hipótese assume a existência de uma periodicidade infinita no domínio 
microscópico e no domínio macroscópico, de maneira a que qualquer propriedade do 
corpo 𝜓 física ou geométrica é periódica se se verificar a seguinte condição: 
x   e (x + y)    (x + y) = (x) (3.2) 
 
Figura 3.6 – Representação esquemática das condições de periodicidade nos domínios 
microscópicos e macroscópicos, adaptado de (Amiano 2015). 
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Onde |𝑌| representa o volume do domínio da célula base, 𝐸𝑝𝑞𝑟𝑠 o tensor das 
propriedades elásticas calculadas pelo método SIMP, 𝛿 é o delta de Kronecker e 𝜒𝑘𝑚 
as deformações características da célula quando submetidas a seis estados de tensão 
de teste unitário 𝑒𝑟𝑠
0(𝑘𝑚)













𝑑𝑌, ∀𝐯 ∈ 𝑉¥ 
(3.4) 
 
3.2.4 Análise de Sensibilidades 
 
Atendendo à Natureza iterativa dos processos de otimização, ao número de 
variáveis de projeto, à facilidade ou não de obtenção eficiente dos valores da função 
objetivo, torna-se essencial o cálculo das sensibilidades nos algoritmos de otimização. 
Existem dois métodos diferentes de cálculo das sensibilidades: métodos numéricos e 
métodos analíticos. Um método numérico utilizado com frequência devido à sua fácil 
implementação, é o método das diferenças finitas, mas apesar disso produz 
resultados não muito precisos e requer uma enorme capacidade de computação, visto 
que é necessário calcular a sensibilidade de cada variável de projeto. Por sua vez, os 
métodos analíticos permitem alcançar valores exatos das sensibilidades, no entanto o 
seu desenvolvimento e implementação no programa podem ser bastante complicados. 
Outro problema inerente a este cálculo é que por vezes pode convergir para um 
mínimo local não global. Quer isto dizer que o valor ótimo encontrado corresponde ao 
melhor numa determinada vizinhança da solução corrente, pelo que o valor ótimo 
depende do ponto do espaço de projeto donde iniciou o processo iterativo, isto é, 
depende da célula inicial. Nesta dissertação são utilizados o método das diferenças 
finitas e o cálculo analítico dos gradientes da função objetivo e constrangimentos. 
Seguidamente é apresentado uma explicação sobre os dois métodos utilizados no 
cálculo das sensibilidades, sendo que o método analítico é predominante nas 
diferentes otimizações.  
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 Método das diferenças finitas  
 
Quando as funções objetivo ou de constrangimento são complexas, é recorrente a 
utilização deste método ainda que tenha um custo computacional elevado. Este tem 
como objetivo aproximar o gradiente da função através das diferenças finitas. 
Assumindo que as funções são contínuas e diferenciáveis, a derivada parcial de uma 










onde 𝛿𝑥𝑖 é uma pequena perturbação de uma variável 𝑥𝑖. Utilizando a definição de 
derivada parcial é possível aproximar numericamente o gradiente de uma função num 
dado ponto. Assim surgem três abordagens possíveis a partir da expressão 
anteriormente apresentada: 




















𝑓 (𝑥1, … , 𝑥𝑖 +
1
2𝛥𝑥𝑖 , … , 𝑥𝑛) − 𝑓 (𝑥1, … , 𝑥𝑖 −
1




Em todas as expressões apresentadas 𝛿𝑥𝑖 é substituído por uma diferença finita 
𝛥𝑥𝑖 para obter o valor aproximado da derivada. O gradiente é aproximado através da 
diferença dos valores da função de dois pontos finitos a dividir pela variação 𝛥𝑥𝑖 
(usualmente 𝛥𝑥𝑖 = 0.01) (Coelho & Cardoso 2012). 
 
 Cálculo analítico do gradiente 
Neste método, é possível obter resultados exatos em intervalos de tempos de 
computação razoáveis. No entanto, perante funções objetivo ou de constrangimento 
complexas, o cálculo analítico das derivadas das funções pode tornar-se bastante 
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complicado ou até impossível. No capítulo 4 serão apresentados os cálculos dos 




Aplicando a otimização topológica em diferentes tipos de problemas design de 
material, é comum encontrar regiões alternadas entre o sólido e vazio, preto e branco 
respetivamente, denominados de checkerboard (padrão de xadrez), que se pode 
verificar na seguinte figura: 
 
 
Figura 3.7 – Problema de otimização com aparecimento de checkerboard. 
 
Em (Díaz & Sigmund 1995) conclui-se que regiões do material com padrões de 
checkerboard possuem elementos de densidade artificial muito altos (mais altos que 
os limites teóricos), e que este fenómeno pode acontecer devido a uma modelação 
numérica fraca, isto é, uma discretização da malha com elementos finitos de baixa 
ordem, ainda que seja também comum o aparecimento deste padrão em elementos 
finitos de alta ordem (9 elementos). Este acontecimento é indesejável no processo de 
otimização, pois torna impossível a obtenção da solução ótima real.  
Outro problema relacionado com a discretização dos elementos finitos é a 
dependência da malha. Este fenómeno deve-se à obtenção de diferentes resultados 
em diferentes malhas, para o mesmo problema de otimização. Refinando mais a 
malha de elementos finitos, ou seja, aumentando o número destes por célula (ver 
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figura 3.8). No entanto, com este aumento do número de elementos finitos e da 
consequente definição dos resultados, o problema de otimização pode tornar-se 
impraticável devido ao tempo de computação. 
 
Figura 3.8 – Representação de diferentes discretizações da malha. Em a) tem-se 20x20 
elementos, em b) 30x30 elementos, em c) 40x40 elementos e em d) 50x50 elementos 
 
Com o intuito de evitar estas dificuldade, são introduzidas técnicas de filtragem de 
densidades no algoritmo. Existem duas técnicas de filtragem mais conhecidas, ao filtro 
de sensibilidades (Sigmund & Petersson 1998) e o filtro das variáveis de projeto 
(Bruns & Tortorelli 2001). Na presente dissertação é utilizada a técnica de filtragem 
das sensibilidades. Esta toma um elemento 𝑘 e modifica a sua sensibilidade 
baseando-se na média ponderada das sensibilidades dos elementos da sua 
















onde 𝑓 é a função objetivo ou de constrangimento, 𝑁 é o número de elementos total 
que compõem a malha, 𝐻?̂? é o operador de convolução de independência de malha 
(fator de peso) e é escrito através da seguinte maneira: 
?̂?𝑙 =
𝑟𝑚𝑖𝑛 − 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑘, 𝑖)
𝑟𝑚𝑖𝑛
,     {𝑖 ∈ 𝑁 |𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑘, 𝑖) ≤ 𝑟𝑚𝑖𝑛}, 𝑘 = 1,… ,𝑁 
(3.10) 
onde o operador 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑘, 𝑖) é definido como a distância entre o centro do elemento 𝑘 e 
o centro do elemento 𝑖. O operador ?̂?𝑙 diminui à medida que se afasta do centro de 𝑘 
em direção ao centro de 𝑖, tornando-se zero quando 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑘, 𝑖) > 𝑟𝑚𝑖𝑛 (ver figura 3.9). 
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Figura 3.9 – Representação da vizinhança do elemento 𝒌 com o 𝒓𝒎𝒊𝒏   até ao elemento 𝒊 
 
Na figura 3.10 encontra-se ilustrada a influência do uso do filtro de sensibilidades 
no problema de otimização topológica. 
 
Figura 3.10 -Em a) encontra-se o estado de carga a que a microestrutura foi sujeita, em 
b) está ilustrado o resultado de uma otimização com o filtro de sensibilidades desligado, 
apresentando o padrão de xadrez, em c) está ilustrada a topologia ótima para o caso de carga, 
tendo sido utilizado o filtro de sensibilidades. 
3.2.6 Método das Assimptotas Móveis 
 
O método das assimptotas móveis (MMA – Method of moving Asymptotes), 
proposto por (Svanberg 1987), surge como uma generalização de um método de 
otimização denominado de CONLIN (Convex Linearization) (Fleury & Braibant 1986) e 
é utilizado em problemas de otimização com um elevado número de variáveis de 
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projeto, permitindo a sua resolução num intervalo de tempo curto em relação a outros 
métodos de otimização. A partir da informação obtida através dos valores da função 
objetivo e constrangimentos, e respetivos gradientes, avaliados num determinado 
ponto pertencente ao domínio de projeto, o MMA substitui o problema inicial 𝑃 
(equação 3.11) em diferentes subproblemas 𝑃′. A sucessão de subproblemas que o 
MMA gera e resolve para os correspondentes pontos no domínio de projeto converge 





− ≤ 𝑥𝑗 ≤ 𝑥𝑗
+;    𝑗 = 1,… , 𝑛 




onde 𝑛 corresponde ao número de variáveis de projeto e 𝑚 ao número de 
constrangimentos. Este método tem como principais características a existência de 
convexidade, que garante a existência de soluções nos subproblemas; e a 
separabilidade, onde cada função de aproximação 𝑓𝑖′ resulta da soma de funções 𝑓𝑗′′ e 
cada 𝑓𝑗′′ possui a sua variável de projeto correspondente 𝑥𝑗 (Coelho 2009).  
O MMA possui duas assimptotas, inferior 𝐿𝑖
(𝑘)
 e superior 𝑈𝑖
(𝑘)
, que delimitam o 
intervalo de solução, sendo atualizadas a cada iteração de modo a diminuir a 
oscilação dos resultados ou a acelerar a convergência para a solução ótima. 
Desta forma, uma variável de projeto numa determinada iteração 𝒙(𝑘), a 



































k} ≤ x𝑖 ≤ min{𝑥𝑖
+, 𝛽𝑖
k}                            (3.14) 
onde os parâmetros 𝑝𝑖
k e 𝑞𝑖
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,       𝑠𝑒 
𝜕f𝑗
𝜕𝑥𝑖
< 0         





k surgem somente como valores escolhidos de modo a 







Na presente dissertação é utilizado também o CONLIN como caso particular do 
MMA, nos problemas de minimização da compliance com constrangimentos de 
volume. Esta utilização é bastante eficiente, pois neste tipo de problemas o método 
CONLIN aproxima a função objetivo por uma aproximação convexa, e aproxima de 
forma exata a função de volume devido à sua linearidade. 
 
3.3 Tensores Constitutivos  
 
Em casos de estado de tensão em três dimensões, o tensor da rigidez e da 
flexibilidade, contêm cada um deles 81 constantes de elasticidade, necessárias para 
ligar os tensores de segunda ordem da tensão e da deformação. A lei de Hooke na 
forma matricial e a deformação em função da tensão (Lei de Hooke invertida) estão 
descritas nas seguintes equações, respetivamente: 
𝜎𝑖𝑗 = 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 𝑘𝑙 (3.18) 
 
𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜎𝑘𝑙 (3.19) 
Onde 𝜎𝑖𝑗 e 𝜎𝑘𝑙 são as componentes da tensão aplicadas num elemento cúbico de três 
dimensões de coordenadas (𝑥, 𝑦 , 𝑧) (ver figura 3.11), 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 representa o tensor da 
rigidez, 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 o tensor da flexibilidade e 𝑖𝑗 e 𝑘𝑙 as componentes da deformação.  




Figura 3.11 – Tensões num elemento, adaptado de (Jones 1999) 
Contudo, os tensores da tensão e da deformação são simétricos, havendo a 
seguinte relação: 
𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑗𝑖          𝑖𝑗 = 𝑗𝑖   (3.20) 
O que reduz o número de constantes elásticas independentes de 81 para 36, e assim 
sendo, os tensores da rigidez e da flexibilidade apresentam também simetria: 
𝐸𝑖𝑗 = 𝐸𝑗𝑖           𝐶𝑖𝑗 = 𝐶𝑗𝑖  (3.21) 
Logo, o número de constantes elásticas independentes de um material anisotrópico 
em três dimensões pode ser reduzido a 21, isto é: 
𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐸𝑗𝑖𝑘𝑙 = 𝐸𝑖𝑗𝑙𝑘 = 𝐸𝑘𝑙𝑖𝑗        (3.22) 
 
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐶𝑗𝑖𝑘𝑙 = 𝐶𝑖𝑗𝑙𝑘 = 𝐶𝑘𝑙𝑖𝑗        (3.23) 
 
Ao escrever a lei de Hooke (ver equação 3.18) na forma matricial de um material 
anisotrópico, é frequente utilizar a notação de Voigt-Kelvin, já referida no capítulo 2, 
podendo escrever os índices dos tensores, como apresentados na tabela 3.1. 




; 22 =  
𝜕𝑣
𝜕𝑦


























Em que 𝑢, 𝑣 e 𝑤 são deslocamentos na direção 𝑥, 𝑦 e 𝑧, respetivamente. Assim a 
distorção 𝛾𝑖𝑗 (ver figura 3.12) pode ser representada através de: 
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𝛾𝑖𝑗 = 𝑖𝑗 + 𝑗𝑖 = 2 𝑖𝑗 para 𝑖 ≠ 𝑗 (3.26) 
 
Figura 3.12 -Relação entre 𝜸𝒊𝒋 e 𝜺𝒊𝒋 
 
Tabela 3.1 – Tensores da tensão e deformação e respetivas notações contraídas 
Tensão Deformação 
Tensor Notação Contraída Tensor Notação Contraída 
𝜎11 𝜎1 11 1 
𝜎22 𝜎2 22 2 
𝜎33 𝜎3 33 3 
𝜏23 𝜎4 𝛾23 = 2 23 4 
𝜏31 𝜎5 𝛾31 = 2 31 5 
𝜏12 𝜎6 𝛾12 = 2 12 6 
 

























𝐸1111 𝐸1122 𝐸1133 𝐸1123 𝐸1131 𝐸1112
𝐸2211 𝐸2222 𝐸2233 𝐸2223 𝐸2231 𝐸2212
𝐸3311 𝐸3322 𝐸3333 𝐸3323 𝐸3331 𝐸3312
𝐸2311 𝐸2322 𝐸2333 𝐸2323 𝐸2331 𝐸2312
𝐸3111 𝐸3122 𝐸3133 𝐸3123 𝐸3131 𝐸3112






















































𝐶1111 𝐶1122 𝐶1133 2𝐶1123 2𝐶1131 2𝐶1112
𝐶2211 𝐶2222 𝐶2233 2𝐶2223 2𝐶2231 2𝐶2212
𝐶3311 𝐶3322 𝐶3333 2𝐶3323 2𝐶3331 2𝐶3312
2𝐶2311 2𝐶2322 2𝐶2333 4𝐶2323 4𝐶2331 4𝐶2312
2𝐶3111 2𝐶3122 2𝐶3133 4𝐶3123 4𝐶3131 4𝐶3112
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Onde os factores multiplicativos 2 e 4 surgem devido à relação da distorção referida 
na equação (3.26) e também das simetrias do tensor nas equações (3.22) e (3.23). 
3.3.1 Simetrias do tensor 
 
Os tensores possuem diferentes níveis de anisotropia, pelo que podem ser 
classificados consoante os planos de simetria que apresentam. Em (Chadwick et al. 
2001) é provada a existência de exatamente 8 tipos de simetria do tensor elástico (ver 
figura 3.13). 
 
Figura 3.13 – Representação dos oito tipos de simetria elástica e respetivos planos de 
simetria que as definem, adaptado de (Chadwick et al. 2001) 
 
Com o aumento da simetria do tensor de elasticidade, o número de constantes 
elásticas independentes do tensor elástico diminui, apresentando-se de seguida uma 
explicação dos diferentes tipos de simetria e respetivos tensores elásticos, desde o 
tensor mais anisotrópico (Triclínica), até ao tensor isotrópico. 
 
 




O estado triclínico trata do caso máximo de anisotropia (o material anisotrópico 
apresenta diferentes propriedades do material em diferentes direções do seu domínio), 
pois não existe nenhum plano de simetria para as propriedades do material, tendo o 








𝐸11 𝐸12 𝐸13 𝐸14 𝐸15 𝐸16
𝐸12 𝐸22 𝐸23 𝐸24 𝐸25 𝐸26
𝐸13 𝐸23 𝐸33 𝐸34 𝐸35 𝐸36
𝐸14 𝐸24 𝐸34 𝐸44 𝐸45 𝐸46
𝐸15 𝐸25 𝐸35 𝐸45 𝐸55 𝐸56












Quando existe um plano de simetria, o tensor elástico pode ser reduzido a 13 










𝐸11 𝐸12 𝐸13 0 0 𝐸16
𝐸12 𝐸22 𝐸23 0 0 𝐸26
𝐸13 𝐸23 𝐸33 0 0 𝐸36
0 0 0 𝐸44 𝐸45 0
0 0 0 𝐸45 𝐸55 0
















No caso de existir dois planos ortogonais de simetria nas propriedades do 
material, haverá consequentemente o terceiro plano ortogonal de simetria. Assim, o 









𝐸11 𝐸12 𝐸13 0 0 0
𝐸12 𝐸22 𝐸23 0 0 0
𝐸13 𝐸23 𝐸33 0 0 0
0 0 0 𝐸44 0 0
0 0 0 0 𝐸55 0















Neste tipo de simetria, à semelhança da simetria ortotrópica, existem três planos 










𝐸11 𝐸12 𝐸13 𝐸14 0 0
𝐸12 𝐸11 𝐸13 −𝐸14 0 0
𝐸13 𝐸13 𝐸33 0 0 0
𝐸14 −𝐸14 0 𝐸44 0 0
0 0 0 0 𝐸44 𝐸14
















Esta simetria possui cinco planos de simetria e seis constantes elásticas distintas, 








𝐸11 𝐸12 𝐸13 0 0 0
𝐸12 𝐸11 𝐸13 0 0 0
𝐸13 𝐸13 𝐸33 0 0 0
0 0 0 𝐸44 0 0
0 0 0 0 𝐸44 0










 Transversalmente isotrópica 
 
Esta simetria representa um caso especial de simetria ortotrópica, onde o material 
possui as mesmas propriedades num plano, isto é, é isotrópico nesse determinado 
plano, e contém diferentes propriedades na direção perpendicular a este. Na presente 
dissertação, apesar de se trabalhar sobre uma malha com duas direções (𝑦 e 𝑧), e as 
propriedades do material serem otimizadas somente neste plano, esta possui 
espessura na direção 𝑥, pelo que imposição de simetria transversalmente isotrópica é 
o caso mais isotrópico obtido neste trabalho. O aspeto do tensor, com cinco 
constantes elásticas distintas, neste caso é o seguinte: 










𝐸11 𝐸12 𝐸13 0 0 0
𝐸12 𝐸11 𝐸13 0 0 0
𝐸13 𝐸13 𝐸33 0 0 0
0 0 0 𝐸44 0 0
0 0 0 0 𝐸44 0














 Simetria Cúbica 
 
Neste tipo de simetria, as propriedades elásticas do material possuem 9 planos 








𝐸11 𝐸12 𝐸12 0 0 0
𝐸12 𝐸11 𝐸12 0 0 0
𝐸12 𝐸12 𝐸11 0 0 0
0 0 0 𝐸44 0 0
0 0 0 0 𝐸44 0












O material isotrópico é caracterizado por possuir as propriedades do material 
independentes em qualquer direção do espaço, pelo que existe uma infinidade de 
planos de simetria. Neste tipo de materiais, são necessárias apenas duas constantes 











𝐸11 𝐸12 𝐸12 0 0 0
𝐸12 𝐸11 𝐸12 0 0 0




(𝐸11 − 𝐸12) 0 0
0 0 0 0
1
2
(𝐸11 − 𝐸12) 0

















Para este caso específico, a lei de Hooke generalizada pode ser escrita como a 
combinação linear de dois tensores: 
𝜎𝑖𝑗 = 3𝐾 (
1
3
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Onde 𝐾 representa o módulo de Compressibilidade, 𝐺 é o módulo de Corte e 𝛿𝑖𝑗 o 
delta de Kronecker. Para casos de isotropia, o módulo de Compressibilidade e o 












Em que 𝐸 representa o módulo de Young e 𝜈 o coeficiente de Poisson. Outra maneira 
de exprimir a lei de Hooke é através das constantes de Lamé, como apresentado na 
seguinte expressão: 
𝜎𝑖𝑗 = 𝜆𝛿𝑖𝑗 𝑘𝑘 + 2𝜇𝛿𝑖𝑗 (3.40) 






































2𝜇 + 𝜆 𝜆 𝜆 0 0 0
𝜆 2𝜇 + 𝜆 𝜆 0 0 0
𝜆 𝜆 2𝜇 + 𝜆 0 0 0
0 0 0 2𝜇 0 0
0 0 0 0 2𝜇 0
























































1 − 𝜈 𝜈 𝜈 0 0 0
𝜈 1 − 𝜈 𝜈 0 0 0
𝜈 𝜈 1 − 𝜈 0 0 0
0 0 0 1 − 2𝜈 0 0
0 0 0 0 1 − 2𝜈 0
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1 −𝜈 −𝜈 0 0 0
−𝜈 1 −𝜈 0 0 0
−𝜈 −𝜈 1 0 0 0
0 0 0 1 + 𝜈 0 0
0 0 0 0 1 + 𝜈 0




























3.3.2 Medida de Anisotropia 
 
Com as análises ao problema da minimização da compliance e à aplicação de 
simetrias no tensor em problemas de maximização de constantes elásticas, torna-se 
interessante medir o nível de anisotropia do material ótimo obtido. Em (Challis et al. 
2008), é apresentado um método para o cálculo deste parâmetro, que consiste em 
medir a “distância” entre o tensor elástico calculado 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙 e o tensor elástico isotrópico 
mais próximo 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑖𝑠𝑜 : 







O tensor isotrópico é definido a partir dos invariantes do tensor da elasticidade 
𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙, 𝐾 (módulo de Compressibilidade) e 𝐺 (módulo de Corte), sendo definidos através 















De considerar que estas expressões são designadas para casos de estudo em 
três dimensões. 
3.4 Energia elástica 
 
Em problemas de minimização da flexibilidade, ou da compliance, tem-se como 
função objetivo a minimização da densidade de energia de tensão.  
Para todos os materiais elásticos, o incremento de trabalho por unidade de 
volume é dado pela seguinte expressão: 
Análise e otimização 
51 
 
𝑑𝑊 = 𝜎𝑖𝑑 𝑖 (3.49) 
Onde as tensões 𝜎𝑖 atuam segundo as deformações 𝑑 𝑖. Contudo, através das 
relações de tensão-deformação da equação (3.18) tem-se: 
𝑑𝑊 = 𝐸𝑖𝑗 𝑗𝑑 𝑗 (3.50) 
Integrando todas as deformações, tem-se o trabalho por unidade de volume, ou a 




𝐸𝑖𝑗 𝑖 𝑗 
(3.51) 
Analogamente, também se pode escrever a energia de deformação através do 
tensor da flexibilidade e à base da tensão imposta. Sabendo que: 
= 𝐶𝜎 (3.52) 







3.5 Propriedades elásticas 
 
Nesta secção será dada uma explicação mais física sobre as diferentes 
propriedades elásticas que são otimizadas no âmbito desta tese, nomeadamente: 
 Módulo de Young; 
 Módulo de Corte; 
 Módulo de Compressibilidade; 
 Coeficiente de Poisson 
Na otimização destas propriedades elásticas, considera-se o material como tendo 
uniformidade ao longo da direção 𝑥 ou 1. 
O módulo de Young 𝐸 representa o módulo de elasticidade do material. 
Considerando um material isotrópico, quando é sujeito a uma tensão uniaxial 𝜎11, 
pode-se escrever a seguinte expressão: 





























1 −𝜈 −𝜈 0 0 0
−𝜈 1 −𝜈 0 0 0
−𝜈 −𝜈 1 0 0 0
0 0 0 1 + 𝜈 0 0
0 0 0 0 1 + 𝜈 0




























Onde o módulo de elasticidade representa o rácio entre a tensão numa direção 





O módulo de corte 𝐺, em duas dimensões, pode ser escrito da seguinte maneira: 
𝐺 = 𝐸1212 (3.56) 
Em materiais isotrópicos, representa o rácio entre, por exemplo, a tensão de corte 








Este é também equivalente à segunda constante de Lamé conforme explicitado 
na equação (3.42).  
O módulo de compressibilidade, 𝐾, representa a capacidade de resistência de um 
material à variação de volume quando sujeito a uma tensão hidrostática. De um modo 











(𝐸1111 + 𝐸2222 + 𝐸1122 + 𝐸2211) 
(3.59) 
 




(𝐸1111 + 𝐸2222 + 2𝐸1122) 
(3.60) 
O coeficiente de Poisson, considerando um caso de tensão uniaxial 𝜎11 num 
material isotrópico, tem como definição o rácio entre a extensão ( 22) numa direcção 
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Em materiais convencionais, quando sujeitos à compressão numa direção, 
comprimem nessa direção e alongam na direção oposta, pelo que os sinais da 
deformação são contrários obtendo-se no final um resultado negativo. O sinal negativo 
antes do quociente tem como objetivo expressar o coeficiente de Poisson como um 
número positivo. Desta forma, quando estas duas deformações têm o mesmo sinal, o 
coeficiente será negativo. 
De reparar que, pela equação (3.38), que define o módulo de Compressibilidade 
para materiais isotrópicos, quando 𝜈 = 0.5, a compressibilidade do material é zero. 
Através das constantes de Lamé é possível determinar o intervalo teórico dos limites 
desta propriedade, encontrando-se entre −1 e 0.5. 
No processo de otimização, a relação que permite a obtenção do coeficiente de 






Onde 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 representa o tensor da flexibilidade (compliance). Esta é obtida a partir de 
um ensaio de tensão uniaxial, em que aplicando uma carga 𝜎11, o rácio das 
deformações entre as direções 1 e 2 (equação 3.61), é dado pelo rácio entre as 
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3.6 Efeitos de escala 
 
Como já referido anteriormente, um dos objetivos da presente dissertação é a 
análise numérica do coeficiente de Poisson, de modo a verificar se os resultados 
convergem para os mesmos valores obtidos através da homogeneização. 
O estudo dos efeitos de escala é feito através da realização de ensaios numéricos 
aplicando diferentes condições de fronteira na microestrutura, de modo a observar 
como é que as propriedades do material convergem com o aumento do fator de escala 
𝑛. Este fator é definido como sendo o rácio entre o tamanho 𝐷 do compósito e o 
tamanho 𝑑 da célula unitária (𝑛 =
𝐷
𝑑
). Assumindo que o domínio  𝜓 do compósito é um 
cubo unitário, i.e |𝜓| = 1, ou 𝐷 = 1, 𝑛 torna-se no número de vezes em que a célula 
unitária é repetida nas três direções espaciais (na presente dissertação o estudo é 
realizado só em duas direções). 
Tendo em conta que as propriedades elásticas homogeneizadas 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐻  são 
calculadas através repetição infinita da célula unitária, ou seja, quando 𝑛 →  ∞, o que 
reflete uma independência do tensor elástico homogeneizado em relação ao fator de 
escala. No entanto, na prática, tal independência não existe, o que torna necessária o 
estudo dos efeitos de escala, de modo a comparar as propriedades homogeneizadas 
com as propriedades do compósito gerado através da repetição da célula unitária 𝑛 
vezes (ver figura 3.14), e conferir o quão precisa é a teoria da homogeneização e a 
respetiva validação desta (Coelho et al. 2015).  
 
Figura 3.14 – Representação da célula unitária em a) e de sucessivas repetições desta 
na direção 𝒚 e 𝒛, b) 2x2, c) 3x3, d) 4x4, e) 5x5 
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4 Formulação de problemas e 
ensaios numéricos 
O presente capítulo encontra-se dividido em três secções principais. Na primeira 
secção é realizado o estudo sobre o problema de otimização tradicional (minimização 
da compliance com constrangimento de volume), onde são tidos em conta diferentes 
fatores que influenciam o processo de otimização. Na segunda secção são 
demonstrados os diferentes problemas formulados, tendo em atenção as funções 
objetivo e constrangimentos, e os respetivos gradientes. Por último, são 
caracterizados os ensaios numéricos realizados no software Ansys, de modo a estimar 
os valores do coeficiente de Poisson. 
Visto que nesta dissertação utiliza-se o plano 𝑦𝑧 para definir a microestrutura, o 
tensor constitutivo que importa observar é o destacado na figura 4.1. 
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A direção 𝑦 corresponde ao índice 2, a direção 𝑧 ao índice 3, e a direção 𝑥, 
perpendicular ao plano, corresponde ao índice 1. 




































4.1 Fatores de influência na otimização 
 
O estudo da influência de certos fatores na otimização, nomeadamente: a carga 
aplicada, estratégias de filtros de sensibilidades, design inicial e o refinamento da 
malha de elementos finitos, foi realizado através do problema da minimização da 
flexibilidade com constrangimentos de volume, idêntico à formulação em (2.2). Para 
este problema, foi considerado um material base com 𝐸 = 290 [MPa] e 𝜈 = 0.3. 







onde ?̅? representa o tensor que caracteriza o campo de tensões médias 
macroscópicas aplicadas no compósito e é expresso em [N/m2]. O tensor da rigidez 
𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐻 (𝜇) é expresso em [N/m2], pelo que, sendo o inverso da compliance 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐻 (𝜇), esta 
é expressa em [m2/N]. Deste modo, a função objetivo tem como unidades [N/m2]. 
Considerando o problema como sendo a minimização da densidade de energia de 
tensão, é possível também exprimir a função objetivo em [J/m3].  
O gradiente da função objetivo é calculado do seguinte modo: 
𝐄(𝜇)𝐂(𝜇) = 𝐈 
 
(4.4) 
Onde 𝐄(𝜇) e 𝐂(𝜇) representam os tensores da rigidez e da flexibilidade de um dado 
elemento de densidade local 𝜇, e 𝐈 representa a matriz identidade. Derivando esta 
equação em ordem a cada variável de projeto 𝜇 tem-se: 







































O constrangimento do problema tem como princípio limitar um volume máximo da 
microestrutura. Sem este, o algoritmo preencheria todo o domínio de projeto com 
material de densidade máxima (𝜇 = 1), conferindo assim a maior rigidez possível à 
microestrutura. A função constrangimento pode ser escrita do seguinte modo: 
𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥 (4.9) 
Onde 𝑉 representa o volume de material da célula e 𝑉𝑚𝑎𝑥 o volume limite. O volume da 







Onde 𝜇𝑖 e 𝑣𝑖 correspondem à densidade e volume de cada 𝑁 elementos finitos (𝑁 =
𝑛×𝑛), em que 𝑛 representa o número de elementos finitos nas direções 𝑦 e 𝑧. Os 
constrangimentos têm que ser escritos na forma 𝑔𝑡 ≤ 1, onde o índice 𝑡 representa o 
constrangimento de 1 a 𝑚 constrangimentos, pelo que se rescreve a função do 
seguinte modo: 








O volume limite 𝑉𝑚𝑎𝑥 estudado nesta dissertação é de 50%. O seu gradiente é dado 
por: 





















Os estados de carga estudados são aplicados somente ao plano 𝑦𝑧, como se 
pode observar na tabela 4.1, tendo cada componente da tensão o valor de 1 [MPa]. 
Relativamente a este parâmetro, também foram gerados estados de carga aleatórios 
com o objetivo de obter diferentes tipos de microestrutura.  
 





Uniaxial Biaxial Corte Uniaxial e 
corte 
Biaxial e corte 
 
Na presente dissertação, foram testadas quatro designs iniciais diferentes, como 
se pode observar na tabela 4.2. A inicialização “Box Type” é da forma de uma caixa, 
onde existe uma região com material mais denso (preto) e outra região com material 
menos denso (branco). A inicialização “InvTarget” gera uma distribuição de material 
mais densa nas extremidades, diminuindo a densidade à medida que se aproxima do 
centro da célula. A inicialização “Target” é o inverso da última, contendo o material 
mais denso no centro da célula e que diminui radialmente à medida que se afasta do 
centro. A inicialização “Random” é a mais irregular destas todas, onde é atribuído a 
cada conjunto de elementos uma densidade aleatória, formando um padrão com 
dezasseis quadrados com densidades diferentes.  
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Tabela 4.2 – Diferentes células iniciais 
    
Box Type Target InvTarget Random 
 
Quanto à estratégia do filtro de sensibilidades, foram abordadas duas estratégias. 
Uma consiste em manter o filtro de sensibilidades ativo ao longo das iterações sem 
alterar o valor do seu raio. Outra estratégia é ter o filtro com o raio variável ao longo de 
cada iteração.  
 
Figura 4.2 – Gráfico da variação do raio do filtro de sensibilidades em função do número 
de iterações. 
 
Se o filtro for constante ao longo de todo o processo de otimização, a iteração 
𝐼𝑓𝑖𝑙𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 será igual ao número de iterações realizadas. Quanto à estratégia de 
filtro variável, exitem duas opções: começar com o raio 𝑟𝑚𝑖𝑛 e mantê-lo constante até à 
iteração 𝐼𝑓𝑖𝑙𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 e depois reduzir o seu valor até ser menor que 1, ou definindo 
𝐼𝑓𝑖𝑙𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 = 0, ou seja, o raio do filtro de sensibilidades começa a diminuir a partir 
da primeira iteração. Para este estudo foi utilizado esta última estratégia e o filtro 
sempre constante. 
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Foram realizadas análises nas malhas (1×20×20), (1×30×30), (1×40×40) e 
(1×50×50), no entanto, nos resultados serão apenas apresentadas as microestruturas 
ótimas obtidas na malha (1×40×40), pois foi esta, tomando como critério a relação 
entre qualidade dos resultados obtidos e o custo computacional, a que melhor se 
ajustava a este trabalho. São também apresentadas microestruturas obtidas através 
da malha mais grosseira, (1×20×20), de modo a poder comparar a definição do 
design de material. 
Para a melhor microestrutura de cada estado de carga, isto é, aquela com o valor 
da função objetivo mais baixo, é apresentada o seu grau de anisotropia, no plano 𝑦𝑧 e 
no espaço 3𝐷. 
4.2 Otimização  
 
Nesta secção, serão apresentados todos os problemas considerados nesta tese e 
respetivas formulações. Esta é composta por diferentes partes, consoante o tipo de 
função objetivo ou constrangimentos definidos, nomeadamente: otimização das 
diferentes constantes elásticas e propriedades, imposição de constrangimentos de 
simetria e minimização do coeficiente de Poisson. 
4.2.1   Propriedades elásticas 
 
Para determinados optimizadores, como o MMA, a maximização tem que ser 
escrita em forma de minimização, ou seja: 
max 
𝜇
 𝑓 = min 
𝜇
 − 𝑓 
 
(4.16) 
Assim, o problema da maximização das constantes elásticas 𝐸2222, 𝐸3333 e 𝐸2323, 

































 representa a derivada de cada função objetivo, respetivamente. 
Em seguida é apresentada uma formulação de um problema onde se pretende a 
maximização de duas componentes elásticas em simultâneo. 
min 
𝜇









O gradiente da função objetivo é dado por:  
𝜕𝑓
𝜕𝜇






















Onde 𝑤1 e 𝑤2 representam os pesos atribuídos a cada componente da função 
objetivo. O gradiente, semelhante à equação (4.21) é dado por: 
𝜕𝑓
𝜕𝜇
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O módulo de Corte resulta da maximização do componente do tensor elástico 



















4.2.2 Simetria de material 
 
Nesta secção pretende-se obter diversos tipos de simetria do tensor de 
elasticidade. As funções de simetria podem ser escritas sob a forma de funções de 
constrangimento, ou como funções de penalidade na função objetivo, sendo 
apresentados problemas utilizando os diferentes modos.  
















O constrangimento 𝑔2 (equação 4.28c), embora seja de igualdade, o otimizador 
lida apenas com constrangimentos de desigualdade, pelo que este tem que ser 
implementado no seguinte modo: 
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   𝐸2222(𝜇) = 𝐸3333(𝜇)  
𝐸2222(𝜇)
𝐸3333(𝜇)
= 1   
𝐸2222(𝜇)
𝐸3333(𝜇)
− 1 = 0     










≤ 𝛿                         

















Eleva-se o termo (
𝐸2222(𝜇)
𝐸3333(𝜇)
− 1 ) ao quadrado, para assegurar que o resultado seja 
positivo e compreendido entre os valores 0 e 1. A constante 𝛿 corresponde a uma 
tolerância dada ao algoritmo de modo a permitir uma convergência estável, variando 
entre 𝛿 = 10−4 e = 10−7, consoante se pretenda dar uma maior ou menor tolerância, 
respetivamente.  
O gradiente da função objetivo é idêntico ao obtido na equação (4.17), e o 
gradiente do constrangimento 𝑔2 é o seguinte: 




















Tendo demonstrado o modo de introduzir relações entre as diferentes 
componentes do tensor de elasticidade, é apresentada na seguinte tabela o tensor de 
elasticidade no plano 𝑦𝑧 e o seu aspeto consoante o nível de simetria imposto. 
De salientar que na obtenção destas simetrias, são ignoradas as componentes do 
tensor elástico referentes à direção 𝑥, pelo que a simetria isotrópica é apenas obtida 
no plano 𝑦𝑧, sendo na realidade um caso de simetria transversalmente isotrópica, 
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Tabela 4.3 - Representação do tensor de elasticidade no plano yz e das suas simetrias. 
Tensor de 
Elasticidade 

































 Simetria Ortotrópica 
 
Para este tipo de simetria, é apenas necessário garantir que as componentes 
𝐸2223 e 𝐸3323 sejam nulas. As componentes axiais 𝐸2222 e 𝐸3333 e a de corte 𝐸2323 
podem assumir qualquer valor diferente de zero. Assim sendo, o problema pode ser 







sujeito a:                 𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥                            
 
(4.31b) 
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A função objetivo é idêntica à função apresentada na formulação (4.17), pelo que 
o seu gradiente é o mesmo. O constrangimento de igualdade entre as componentes 
𝐸2222 e 𝐸3333 é definido para atribuir rigidez a esta última, no entanto possui uma 
tolerância 𝛿 suficientemente grande para que estas não sejam iguais. As funções de 
constrangimento das componentes 𝐸2223 e 𝐸3323 (equações 4.31c e 4.31d) são obtidas 
do seguinte modo: 
   𝐸2223(𝜇) = 0   (𝐸2223(𝜇))
2
= 0    (𝐸2223(𝜇))
2
− 𝛿 ≤ 0 
 (𝐸2223(𝜇))
2




Da mesma forma se obtém a restrição 𝑔3 (equação 4.31d). O gradiente destes 
constrangimentos é o seguinte:  











 Simetria cúbica 
 
Este é um caso de simetria idêntico ao anterior, no entanto, possui mais uma 
restrição de igualdade entre as componentes 𝐸2222 e 𝐸3333, podendo o problema ser 
escrito do seguinte modo: 
min 
𝜇




sujeito a:                 𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥                            
 
(4.34b) 
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Todas estas funções, objetivo e de constrangimento, já foram explicadas em 
formulações anteriores, assim como as suas derivadas. 
 
 Simetria Isotrópica 
 
Este tipo de simetria é a mais complexa de obter, pois partindo de uma solução 
anisotrópica, pretende-se que, através de todos os constrangimentos aplicados, a 
solução convirja para a solução isotrópica, onde a sua medida de anisotropia é nula 
(A = 0). Foram formulados vários problemas com vista à obtenção deste tipo de 
microestruturas, mas sempre sem sucesso. Na formulação (4.35) é possível observar 
um exemplo de uma das tentativas de alcançar uma microestrutura isotrópica. 
Em relação ao problema anterior, para obter este tipo de simetria, é necessária a 
adição de mais uma restrição, que relacione a constante elástica 𝐸2323 com a 
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(𝐸2222(𝜇) + 𝐸3333(𝜇) − 2𝐸2233(𝜇)) = 𝐸2323(𝜇)    
 (𝐸2222(𝜇) + 𝐸3333(𝜇) − 2𝐸2233(𝜇)) = 4𝐸2323(𝜇)            
  
(𝐸2222(𝜇) + 𝐸3333(𝜇) − 2𝐸2233(𝜇))
4𝐸2323(𝜇)
= 1                         
(




= 0             
  (










Da relação da tabela (4.3) na simetria isotrópica, bastaria que o constrangimento 




(𝐸2222(𝜇) − 𝐸2233(𝜇)) = 𝐸2323(𝜇) 
 
(4.37) 
No entanto, através de algumas análises e com o estudo da bibliografia, concluiu-
se que seria mais estável para o algoritmo adicionar a componente 𝐸3333, igual a 
𝐸2222, de modo a que este atribuísse o mesmo valor a estas duas durante a 
otimização. 
O gradiente da restrição 𝑔5 é dado por: 
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Não tendo sido possível atingir uma solução ótima, foi adotada uma estratégia 
com o intuito de superar esta dificuldade. Esta consiste na divisão da célula unitária 
em quatro partes iguais, realizando a otimização só para um quarto da célula, no final 
é feita a simetria em relação aos eixos 𝑦𝑦 (22) e 𝑧𝑧 (33). Com este método obtém-se 
uma microestrutura simétrica em ambos os eixos, como se pode observar na seguinte 
figura: 
 
Figura 4.3 -Em a) encontra-se representada a otimização de um quarto da 
microestrutura e o eixo de simetria utilizado. Em b) encontra-se a microestrutura espelhada em 
relação ao eixo horizontal. Em c) está representada a microestrutura completa e o respetivo 
referencial. 
 
Com esta simplificação, formulou-se o seguinte problema, que consiste na 














𝐻 (𝜇)?̅?𝑖𝑗?̅?𝑘𝑙                                                                   
𝑓𝑜𝑏𝑗𝑓2 = (𝐸2222(𝜇) − 𝐸3333(𝜇))
2                                                
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Esta formulação tem como objetivo conferir rigidez à microestrutura através da 
minimização da densidade de energia de tensão, e ao mesmo tempo penalizá-la com 
os constrangimentos de isotropia também na função objetivo. Desta forma, para que o 
valor da função objetivo seja o mais ótimo possível, as diferenças das funções de 
penalidade têm que ser o mais próximo do valor zero. Os gradientes das funções 
objetivo 2 e 3, 𝑓𝑜𝑏𝑗𝑓2 e 𝑓𝑜𝑏𝑗𝑓3, respetivamente, são: 















𝜕𝐸2222(𝜇) + 𝜕𝐸3333(𝜇) − 𝜕2𝐸2233(𝜇) − 𝜕4𝐸2323(𝜇)
𝜕𝜇
)






Este método revelou ser bastante eficaz na obtenção deste tipo de simetria de 
material nas microestruturas. Com o propósito de obter também este tipo de 
resultados em problemas de otimização na célula inteira (formulação 4.35), foi 
introduzido um ficheiro de densidades de uma célula isotrópica como design inicial 
desse problema. Desta forma, o algoritmo inicia as iterações já num meio 
praticamente isotrópico, reagindo de forma estável aos constrangimentos de isotropia 
impostos.  
 
4.2.3 Minimização do coeficiente de Poisson 
 
Nesta secção são apresentadas várias formulações do problema da minimização 
do coeficiente de Poisson na perspetiva de obter materiais auxéticos. Da revisão 
bibliográfica apresentada no capítulo 2, é possível constatar uma relativa escassez de 
formulações para este problema, pelo que parte das formulações apresentadas são 
fundamentadas em estudos teóricos realizados ao longo desta dissertação. 
Em (Prawoto 2012) é demonstrada uma relação entre o módulo de 
Compressibilidade 𝐾 e o módulo de Corte 𝐺, e como estes afetam o coeficiente de 
Poisson, em materiais convencionais em engenharia. A maior parte deste tipo de 
materiais possui uma maior resistência à variação de volume do que à distorção, i.e o 
módulo de Compressibilidade é superior ao módulo de Corte. Alterando o design da 
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microestrutura é possível diminuir o valor do coeficiente de Poisson, e com isto alterar 
os valores de 𝐾 e 𝐺, mantendo o módulo de Young 𝐸 constante, como se pode 
constatar através das seguintes relações, em que sabendo: 𝐾 =
𝐸
3(1−2𝜈)
















diminui consequentemente, pelo que se conclui que os materiais com coeficiente de 
Poisson menor possuem uma maior resistência ao corte do que à variação de volume, 
ou seja, o módulo de corte aumenta em relação ao módulo de compressibilidade.  
A figura 4.4 consiste numa adaptação de uma figura encontrada em Prawoto 
(2012), que contém uma incorreção, mas aqui demonstra-se a curva corrigida que 




Observa-se que em materiais auxéticos a relação 
1+𝜈
1−2𝜈
 tem que ser inferior a 1. Os 
materiais denominados de convencionais na engenharia encontram-se na região de 
fundo verde, onde o valor do coeficiente de Poisson  é superior a 0.1. Na figura 4.5 é 
demonstrado mais detalhadamente a relação entre K, G e ν. É de realçar que à medida 
que o coeficiente de Poisson diminui, o módulo de Corte aumenta em relação ao 
módulo de Compressibilidade. 
 




Figura 4.4 - Descrição gráfica da relação entre o coeficiente de Poisson e o valor de 
𝟏+𝝂
𝟏−𝟐𝝂
 para materiais convencionais. 
 
 
Estas relações têm interesse, pois ao definir um problema com o objetivo de 
minimizar o coeficiente de Poisson sujeito ao constrangimento de volume, o processo 
de otimização será altamente instável devido à baixa rigidez atribuída à 
microestrutura. Assim sendo, é importante conferir-lhe rigidez, enquanto se dá a 
minimização do coeficiente de Poisson. Na seguinte formulação, à imagem do que foi 
anteriormente explicado, é definida uma função multiobjetivo onde é maximizado o 
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Onde a função objetivo é composta por: 
{
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O gradiente de 𝑓𝑜𝑏𝑗𝑓2 é dado por: 


















A próxima formulação tem em vista a otimização das propriedades elásticas de 
modo a obter o tensor alvo 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑇  característico de um material auxético, ou seja, são 
definidas constantes elásticas e através da função objetivo procura-se minimizar o erro 
entre estas e as constantes elásticas da homogeneização. Com o fim de facilitar a 
definição dos valores das constantes elásticas alvo, foram atribuídas novas 
propriedades ao material base de modo a que o módulo de Young seja unitário, i.e 
𝐸0 = 1. Desta forma as constantes de Lamé são as seguintes: 𝜆 = 0.576923077 [Pa] e 








   sujeito a:                 𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥                            
 
(4.47b) 








































Os pesos 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3 e 𝑤4 tomam somente os valores 0 e 1. Quando um peso é 
igual a 1, significa que está a ser otimizada a respetiva constante elástica com vista a 
atingir o valor alvo, e quando é 0, essa determinada constante elástica não tem valor 
alvo no problema em questão. 
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Os gradientes de cada componente da função objetivo são idênticos, diferindo 
apenas o índice de cada constante elástica em causa. Pode então ser escrito do 
seguinte modo: 



















As próximas formulações contêm a minimização do coeficiente de Poisson e 
minimização da compliance, isto é, atribui rigidez à microestrutura sem afetar 

















𝐻 (𝜇)?̅?𝑖𝑗?̅?𝑘𝑙        
𝑓𝑜𝑏𝑗𝑓2 =  −
𝐶2233(𝜇)
𝐶2222(𝜇)




Por último, é abordado o problema da minimização do coeficiente de Poisson com 
constrangimentos de isotropia. Como já apresentado, a imposição dos 
constrangimentos de isotropia num problema clássico de minimização da densidade 
de energia é bastante problemática, o que também se verificou na minimização do 
coeficiente de Poisson. A estratégia adotada é similar à encontrada em (Andreassen 

































   
1
4








Os primeiros cinco constrangimentos aplicados são idênticos aos já apresentados 
no problema de simetria isotrópica. O sexto constrangimento (equação 4.52g) tem 
como função atribuir uma rigidez mínima à microestrutura, onde o 𝐾(𝜇) é o módulo de 
Compressibilidade homogeneizado, e tem que ser superior ao módulo de 
Compressibilidade 𝐾∗ obtido num problema de maximização do módulo de 
compressibilidade na célula com 100% de volume, multiplicado por um rácio 𝑎. O 
constrangimento, é aplicado do seguinte modo:  
Sabendo que 𝐾(𝜇) =  
1
4
(𝐸2222(𝜇) + 𝐸3333(𝜇) + 𝐸2233(𝜇)) tem-se: 
  
     𝑎𝐾∗ − 
1
4
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4.3 Efeitos de escala 
 
Na presente secção são apresentados os ensaios numéricos realizados, com vista 
a obter os valores dos coeficientes de Poisson e poder compará-los com os valores 
homogeneizados. Foram considerados dois tipos de ensaios, nomeadamente o ensaio 
normalizado de Dirichlet, e um ensaio numérico alternativo. 
 
4.3.1 Ensaio normalizado de Dirichlet 
 
Em (Zohdi & Wriggers 2004) são apresentadas as condições fronteira aplicadas 
no ensaio normalizado de Dirichlet, e são as seguintes: 
u(𝐱) |𝜕Ѱ=𝚯𝒊 ⦁ x| 𝜕Ψ     𝑖=1, 2, 3 (4.54) 
Onde: 













Este é um tensor em que o índice 𝑖 representa o número de ensaios realizados. 
Como se está a trabalhar só no plano 𝑦𝑧, tem-se três tipos de carregamento: dois 
longitudinais nas direções 𝑦 e 𝑧 (2 e 3, respetivamente) e um de corte no plano 𝑦𝑧. O 
vetor deslocamento é representado pela letra u, 𝜕𝛹 a fronteira do material, x é o vetor 
de posição espacial e 𝛽 é uma constante.  
Aplicando o caso de carga 𝑖 = 1, tem-se um ensaio longitudinal na direção 𝑦: 
      [
𝑢2
𝑢3












𝑢2  = 𝛽𝑥2




Com isto, é possível verificar que o deslocamento na direção 𝑢2 é linearmente 
dependente da coordenada de posição 𝑥2, e que, o deslocamento na direção 𝑢3 é 


















22 = 𝛽 (4.59) 
Realizando o mesmo raciocínio para o caso 𝑖 = 2, conclui-se que é aplicada uma 
deformação constante na fronteira 𝜕𝛹 nos ensaios longitudinais.  
No caso de corte 𝑖 = 3 tem-se: 
      [
𝑢2
𝑢3













𝑢2  = 𝛽𝑥3




Tem-se facilmente que: 
23 = 𝛽 (4.62) 
Assim, conclui-se que também nos ensaios de corte, a deformação aplicada na 
fronteira é constante. Para uma melhor compreensão das condições de fronteira 
aplicadas é apresentado na Figura 4.6 a) encontram-se as condições de fronteira de 
um ensaio longitudinal e na Figura 4.6 b) as condições de fronteira do ensaio de corte.  
A partir deste tipo de condições de fronteira, é possível estimar o tensor da 
rigidez 𝑬𝐷. A tensão média 〈𝜎〉 e a deformação média 〈 〉 são calculadas através da 
média volúmica ao longo de todos os elementos do domínio. Assim, realizando todos 


























Calculadas todas as componentes do tensor elástico 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐷 , realiza-se a inversa 
desta matriz de modo a obter o tensor 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐷 , com vista a poder comparar o coeficiente 









𝐻 .  
As microestruturas utilizadas nestes ensaios são referentes a materiais 
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Figura 4.6 – Representação gráfica das condições de fronteira de Dirichlet. Em a) 
encontra-se um ensaio de carregamento longitudinal, e em b) um ensaio de carregamento ao 
corte. Adaptado de (Amiano 2015). 
 
Nos ensaios numéricos realizados em (Reis 2016) e (Amiano 2015), o domínio 
de material é um cubo de dimensões 𝑛×𝑛×𝑛 e as condições de fronteira são aplicadas 
em todas as faces do cubo, porque é pretendido estimar todas as componentes do 
tensor elástico. Neste trabalho o domínio de material é uma placa de dimensões 
1×𝑛×𝑛, onde só interessam as propriedades do tensor no plano yz, pelo que não faz 
sentido aplicar as condições de fronteira em todas as faces do domínio, ver Figura 4.7 
a) mas apenas no bordo exterior do domínio, ver Figura 4.7 b). 




Figura 4.7 -Em a) encontra-se uma representação das condições de fronteira aplicadas 
em todo o domínio de material. Em b) encontra-se uma representação das condições de 
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4.3.2 Ensaios alternativos 
 
As condições de fronteira de Dirichlet revelam ser eficientes no estudo dos efeitos 
de escala, como se pode verificar, por exemplo, em (Amiano 2015) e (Reis 2016). No 
entanto, não faz sentido a realização deste tipo de ensaios mecanicamente em 
laboratórios. Os ensaios alternativos propostos nesta dissertação, têm como objetivo 
fazer uma aproximação a um ensaio mecânico que pode ser considerado para avaliar 
o coeficiente de Poisson de um provete. 
O ensaio passa por colocar a placa sobre apoios móveis ao longo de duas faces, 
nos planos 𝑥𝑦 e 𝑥𝑧. Os apoios são aplicados a todos os nós de cada uma destas 
faces, conferindo assim estabilidade e restringindo os movimentos de translação em y 
e z e rotação segundo o eixo 𝑥. De modo a garantir a inexistência de qualquer 
movimento de corpo rígido, foram implementados três elementos do tipo SHELL63, de 
rigidez residual 𝐸𝑆𝐻𝐸𝐿𝐿 = 1 [Pa], e são conectados ao elemento do compósito 
localizado na origem do referencial (elemento 1), através dos nós. No nó da origem 
dos elementos SHELL são impostas condições de fronteira de deslocamento 
impedindo assim qualquer translação ou rotação (Reis 2016). A Figura 4.8 pretende 
demonstrar os apoios da placa. Os símbolos 𝑅𝑦 e 𝑅𝑧 representam as reações 
causadas pelos apoios ao longo de cada uma das faces, a de baixo (plano 𝑥𝑧) e a do 
lado direito do referencial (plano 𝑥𝑦), respetivamente.  
Tendo a placa devidamente apoiada, é aplicado um deslocamento vertical de 
valor 𝛽 na fronteira do topo da microestrutura. Recorde-se que o coeficiente de 
Poisson é dado pela expressão (3.61), que resulta do quociente entre a deformação 
específica numa direção e a deformação específica na direção ortogonal, onde é 
aplicada a força ou o deslocamento. Calcula-se a média da deformação de todos os 
elementos em cada direção, e faz-se o quociente para calcular 𝜈, como se pode 
averiguar na equação (4.64). 
      𝜈∗ =
〈 𝑖𝑖〉
〈 𝑗𝑗〉








Figura 4.8 – Representação das condições de fronteira aplicadas nos ensaios numéricos 
alternativos (apoios móveis em duas faces laterais, deslocamento de valor β aplicado em todos 
os nós de uma face livre, deslocamentos e rotações nulas no nó dos elementos SHELL 










Como apresentado no capítulo 4, também o presente capítulo será dividido em 
três secções, onde serão dispostos os resultados referentes a cada secção (fatores de 
influência na otimização, otimização das propriedades elásticas e estudo dos efeitos 
de escala). 
 
5.1 Fatores de influência na otimização 
 
Foram realizadas análises em diferentes malhas de elementos finitos (1×20×
20), (1×30×30), (1×40×40), (1×50×50). Contudo, para não tornar a dissertação 
demasiado longa com o mesmo tipo de resultados, foi selecionada a malha (1×40×40) 
por possuir a melhor relação entre qualidade e tempo computacional. São 
apresentados também resultados obtidos na malha (1×20×20) de modo a poder 
comparar a qualidade do design das microestruturas, e averiguar a presença ou não 
de dependência da malha. Serão apresentadas várias tabelas com os resultados 
expostos, cada uma composta por um caso de carga e pelas respetivas 
microestruturas quando sujeitas a diferentes estratégias de filtragem de sensibilidades 
e designs iniciais. Para cada caso é apresentado o valor da função objetivo inicial 
𝐹𝑂𝐵𝐽
𝐼𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙  e final 𝐹𝑂𝐵𝐽
𝐹𝑖𝑛𝑎𝑙. Para o caso da inicialização com uma microestrutura de design 
“Random” é apresentado o melhor resultado de seis otimizações corridas. Com o 




design inicial, são também apresentadas as médias da função objetivo inicial e final, 
𝐹𝑂𝐵𝐽
𝐼𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ e 𝐹𝑂𝐵𝐽
𝐹𝑖𝑛𝑎𝑙̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , respetivamente, e o desvio padrão da solução final 𝜎𝑂𝐵𝐽
𝐹𝑖𝑛𝑎𝑙. 
Na tabela 5.1 encontram-se as microestruturas obtidas sujeitas ao caso de tensão 
Uniaxial. Para este caso é possível afirmar que a solução final é independente da 
microestrutura inicial, pois os valores finais da função objetivo são iguais para o caso 
de filtro variável (𝐹𝑂𝐵𝐽
𝐹𝑖𝑛𝑎𝑙 = 6924.2 [J]), e bastante parecidos para o caso de filtro fixo, 
e observa-se uma área muito pequena ocupada por regiões cinzentas. Quanto às 
estratégias de filtragem, é natural observar uma convergência mais eficiente quando 
usado o filtro variável, pois a partir do momento em que o raio deste é inferior a um, o 
filtro é desativado, ou seja, as densidades de cada elemento deixam de ser afetadas 
pelas densidades dos elementos da sua vizinhança. No caso do filtro fixo, o filtro está 
sempre ativo, notando-se uma certa variância nos resultados finais da função objetivo.  
Observando a disposição do material, conclui-se que em todas as otimizações a 
microestrutura possui uma ou duas filas de material na vertical, mas o padrão 
periódico é o mesmo. Isto acontece visto que se trata da maneira mais eficiente de 
garantir a menor flexibilidade à microestrutura quando esta é sujeita à tração ou 
compressão na vertical, alinhando o material na direção da carga aplicada, e bastante 

















Tabela 5.1 – Representação das topologias ótimas obtidas usando diferentes 
parâmetros, perante o caso de carga uniaxial. 
Estado de tensão 
[MPa] 
Inicialização Filtro Fixo Filtro Variável 
𝑟𝑚𝑖𝑛 = 1.99 𝑟𝑚𝑖𝑛











































































7248.6 𝟔𝟗𝟐𝟒. 𝟐 
 𝐹𝑂𝐵𝐽


















Como se pode observar na tabela 5.2, o estado de tensão biaxial é muito mais 
complexo numericamente que o uniaxial apresentado anteriormente. Isto porque, para 
cada variação de um determinado parâmetro, seja ele a estratégia de filtro ou design 
inicial, surge uma microestrutura e um valor da função objetivo diferente. Começando 
por analisar a estratégia de filtro fixo, observa-se uma semelhança entre as 
microestruturas obtidas a partir da célula inicial “Box Type” e “Inverted Target”, no 
entanto, esta última possui um valor menor da função objetivo (sabendo que a função 
objetivo é a minimização da densidade de energia de tensão, quanto menor o valor da 
função objetivo, melhor o resultado). Isto pode ser relacionado com o facto de na 
microestrutura obtida a partir da célula inicial “Box Type” se observarem bastantes 
regiões cinzentas. Estas zonas cinzentas, como já explicado no capítulo 3, são zonas 
que possuem densidades intermédias entre 0 e 1, e indesejáveis em processos de 
otimização devido à falta de significado físico. Estas são frequentes quando se utiliza 
esta estratégia de filtro de sensibilidades, pois a densidade dos elementos na fronteira 
entre a fase sólida e vazio, resultam da média entre estas duas densidades, 
resultando num valor diferente de 0 e 1. Quanto à célula inicial “Target”, a solução 
acabou por ser uma microestrutura com densidade uniforme de 0.5 em todo o seu 
domínio para ambas as estratégias de filtragem. Por estranho que possa parecer, é 
uma solução que não deixa de estar correta, visto que utilizando o método do 
gradiente, a solução ótima obtida nem sempre é a solução ótima global, e daí o facto 
de se obter várias soluções diferentes para este caso de carga. A função objetivo 
torna-se mais instável para este carregamento, levando à existência de um maior 
número de mínimos locais, e consequentemente, a uma maior dificuldade na obtenção 
do valor mínimo global da função objetivo e consequente topologia ótima. Para este 
caso, a otimização a partir da célula inicial “Random” foi a que atingiu o melhor valor 
da função objetivo (24569 𝐽), e também o design mais peculiar, mas ainda assim 











Tabela 5.2 - – Representação das topologias ótimas obtidas usando diferentes 





Inicialização Filtro Fixo Filtro Variável 
𝑟𝑚𝑖𝑛 = 1.99 𝑟𝑚𝑖𝑛
𝑖+1 = 1.99 − 0.05𝑟𝑚𝑖𝑛
𝑖  𝑟𝑚𝑖𝑛














































































































Quanto à estratégia de filtro variável, foram usadas duas diferentes para este 
caso, visto não ter sido possível obter a solução ótima a partir da utilização de 𝑟𝑚𝑖𝑛
0 =
3.99. Ambos os filtros funcionam de forma idêntica, ou seja, o filtro possui um raio 
inicial e este vai decrescendo linearmente a cada iteração no valor de 0.05, sendo a 
única diferença o valor inicial, onde à esquerda se tem 𝑟𝑚𝑖𝑛
0 = 1.99 e à direita 𝑟𝑚𝑖𝑛
0 =
3.99. Constata-se que a topologia ótima é obtida através da inicialização “Box Type” 
com 𝑟𝑚𝑖𝑛
0 = 1.99, com um valor de 19035 𝐽, sendo esta a melhor de todas as 
microestruturas apresentadas. As restantes microestruturas possuem valores um 
pouco acima, não sendo, no entanto, uma diferença muito acentuada, exceto no caso 
da célula inicial “Target”, onde tanto aparece a microestrutura com densidade 
uniforme, como aparece o padrão checkerboard para o caso 𝑟𝑚𝑖𝑛
0 = 3.99. O 
surgimento deste padrão para este caso deve-se simplesmente ao número elevado de 
iterações ocorridas com o 𝑟𝑚𝑖𝑛 inferior a 1, ou seja, com o filtro inativo. Acontece que 
para esta solução, com o filtro das sensibilidades inativo, o algoritmo atribui 
densidades de 0 e 1 aos elementos finitos, formando o padrão de xadrez.  
Na tabela 5.3 encontram-se as topologias ótimas obtidas quando sujeitas a um 
caso de carga de corte 𝜏𝑦𝑧. É possível observar que se trata de um caso de carga que 
leva a obtenção de uma solução consistente, isto é, o design de material é 
praticamente o mesmo em todas as soluções. O material dispõe-se desfasado 45º em 
relação às direções 𝑦 e 𝑧. Quanto à estratégia de filtro fixo, atingiu-se o melhor 
resultado utilizando a célula inicial “Random”. Também a média das seis simulações é 
um valor inferior ao obtido através das outras inicializações, de onde se pode concluir 
que se trata numa inicialização consistente para este tipo de carregamento. A solução 
obtida a partir da célula inicial “Box Type” é a pior de todos os casos, tendo também o 
design de material mais distinto de todos os outros. As soluções obtidas a partir das 
células iniciais “Target” e “Inverted Target” partilham da mesma solução tanto a nível 
de microestrutura como de função objetivo. Quanto à estratégia de filtro variável, 
constata-se que todas as soluções possuem melhor valor final da função objetivo do 
que as soluções obtidas a partir da utilização de filtro fixo. As topologias ótimas são 
iguais para “Box Type”, “Target” e “Inverted Target”. A solução a partir da célula 
inicial “Random” possui apenas uma ligeira diferença tanto a nível de topologia quanto 
ao valor final da função objetivo, nunca resultando em valores muito afastados dos 





Tabela 5.3 - Representação das topologias ótimas obtidas usando diferentes 
parâmetros, perante o caso de carga de corte. 
Estado de tensão 
[MPa] 
Inicialização Filtro Fixo Filtro Variável 
𝑟𝑚𝑖𝑛 = 1.99 𝑟𝑚𝑖𝑛
































































































Na tabela 5.4 estão representadas as microestruturas e respetivos valores da 
função objetivo quando sujeitas a um estado de carga uniaxial e de corte. As 
topologias das microestruturas revelam ser independentes da célula inicial, visto que o 
design é praticamente o mesmo em todas as situações. Quanto ao design de material, 
é possível observar a formação de retângulos, com o maior comprimento na direção 𝑦, 
dispostos na diagonal. Esta ocorrência é compreensível visto que, sendo o caso de 
carga uniaxial na vertical, é natural haver um forte preenchimento de material que 
satisfaça uma menor densidade de energia de tensão nessa direção. Combinando 
com o carregamento de corte, o material sofre uma rotação de modo a conferir 
resistência a este tipo de tensão. Analisando os valores da função objetivo, verifica-se 
uma vez mais a obtenção de melhores resultados quando usado o filtro variável em 






















 Tabela 5.4 -- Representação das topologias ótimas obtidas usando diferentes 
parâmetros, perante o caso de carga uniaxial e corte. 
Estado de 
tensão [MPa] 
Inicialização Filtro Fixo Filtro Variável 
𝑟𝑚𝑖𝑛 = 1.99 𝑟𝑚𝑖𝑛































































































Tabela 5.5 - Representação das topologias ótimas obtidas usando diferentes 
parâmetros, perante o caso de carga biaxial e corte. 
Estado de tensão 
[MPa] 
Inicialização Filtro Fixo Filtro Variável 
𝑟𝑚𝑖𝑛 = 1.99 𝑟𝑚𝑖𝑛































































































Na tabela 5.5 encontram-se dispostos os resultados das microestruturas 
referentes à minimização da flexibilidade quando sujeitas ao caso misto de tensão 
biaxial e de corte. Olhando para a tabela nota-se imediatamente uma diferença nas 
microestruturas comparando com os casos previamente apresentados. Em todos os 
outros estamos perante um material compósito poroso, isto é, com uma fase sólida 
(preto) e uma fase vazio (branco). No entanto, o processo de otimização revelou ser 
bastante complexo para este estado de carga. Tal facto pode dever-se à topologia da 
microestrutura, que apresenta a fase sólida desconexa entre si. Com vista à resolução 
deste problema, introduziu-se uma densidade à fase vazia, ficando o compósito com 
duas fases sólidas. Uma fase com densidade 𝜌 = 1 (preta) e outra fase com 
densidade 𝜌 =  0.56 (cinzento). Esta densidade obtém-se definindo um rácio entre a 
rigidez dos dois materiais de 
𝐸1
𝐸2
= 0.1, e através da equação (3.1), tem-se 𝜌 =  0.56. 
Assim sendo, o volume de material foi aumentado de 𝑉∗ = 0.5×1, em que 0.5 
representa a fração volúmica e 1 a densidade do material, para 𝑉∗ = 0.5×1 +
0.10.25×0.5, onde 0.5 representa a fração volúmica do outro material e 0.10.25 a sua 
respetiva densidade. Realizadas estas alterações, a otimização das microestruturas 
tornou-se mais estável, sendo possível alcançar resultados bastante consistentes, 
sendo praticamente indiferente a célula inicial utilizada. A diferença entre as 
estratégias de filtragem também é muito baixa, o que aconteceu pela primeira vez. Isto 
pode dever-se ao facto de as densidades dos elementos na fronteira entre os dois 
materiais estarem sujeitos a uma menor variação de valores, sendo mais estável a 
convergência. 
Na figura 5.1 encontra-se uma representação gráfica de cada caso de carga. 
Cada gráfico contém o histórico de otimização da melhor solução utilizando filtro 
variável e filtro fixo, para os diferentes estados de tensão. Ainda que o tamanho 
dos gráficos não permita ter noção do valor exato da função objetivo, é possível 
averiguar que nas primeiras vinte iterações o algoritmo reduz em grande parte o nível 
de flexibilidade da estrutura. As restantes iterações servem para permitir que o 
algoritmo convirja de forma total para uma solução. Para os casos em que se recorre 
ao filtro variável, a convergência dá-se poucas iterações após a desativação do 
mesmo, enquanto que utilizando o filtro fixo, a solução nunca converge 
completamente, sofrendo sempre algumas variações. Por esta razão é que é dado um 
número elevado de iterações (160 iterações) para este problema. Prestando atenção 
ao caso biaxial, observa-se a situação da difícil convergência quando utilizado o filtro 







Figura 5.1 – Representações gráficas dos históricos de otimização para o melhor caso 




De seguida na figura 5.2, pretende-se demonstrar a anisotropia das melhores 
soluções obtidas para cada caso e respetivos tensores de elasticidade. Apesar de só 
se considerar o plano 𝑦𝑧, o problema trata da otimização no espaço, existindo também 
rigidez na componente 𝑥, e como tal é apresentado o tensor da rigidez 𝑬𝒊𝒋𝒌𝒍
𝑯  na forma 
geral 6×6, e uma ilustração gráfica da anisotropia a duas e a três dimensões. 
No caso biaxial é natural surgirem valores elevados e iguais das componentes 
axiais do tensor de elasticidade 𝐸2222
𝐻  e 𝐸3333
𝐻  (102.13 [MPa]), pois o problema tem 
como objetivo a minimização da flexibilidade quando sujeito às tensões nessas 
mesmas direções. Das cinco microestruturas, é a que apresenta o menor grau de 
anisotropia, tratando-se mesmo de um estado de simetria cúbica.  
Para o caso de corte, a componente de corte 𝐸2323
𝐻  é bastante superior ao caso 
anterior, pois é o aumento desta que permite a redução da flexibilidade quando sujeita 
à tensão 𝜏𝑦𝑧.  
Para o caso de estado de tensão uniaxial e corte, repara-se no maior valor da 
componente 𝐸2222
𝐻  em relação a 𝐸3333
𝐻 , isto porque a tensão é aplicada na direção 𝑦 
(22). Também a componente 𝐸2323
𝐻  é maximizada, mas não tanto quanto 𝐸2222
𝐻 . 
Quanto ao estado uniaxial verifica-se a existência de rigidez apenas na direção 𝑦, 
onde a componente 𝐸2222
𝐻  tem o valor de 158.7 [MPa] e o valor de 𝐸3333
𝐻  é nulo. Este 
caso apresenta também o nível de anisotropia mais elevado com A = 0.9359. 
Por último, o caso de tensão biaxial e de corte apresenta os mesmos valores das 
componentes axiais 𝐸2222
𝐻  e 𝐸3333
𝐻  e também um valor da componente 𝐸2323
𝐻  
relativamente elevado.  
Todos estes estados de tensão apresentados não constituem uma grande 
variedade de estados de tensão, isto porque o valor de cada tensão é sempre 1 𝑀𝑃𝑎. 
Com vista a testar a influência da variação neste valor, é apresentada na figura 5.3 
cinco topologias ótimas obtidas a partir de um tensor aleatório gerado no software 
Fortran. Na figura, é apresentado o tensor gerado, com a respetiva topologia ótima e 
valores da função objetivo final e inicial. É também apresentada a medida da 







de tensão  



























































Figura 5.2 – Representação da anisotropia de diferentes resultados obtidos e respetivos 


















𝐼𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 = 38166 
 
𝐹𝑂𝐵𝐽
𝐹𝑖𝑛𝑎𝑙 = 4598.2 
 






𝐼𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 = 38201 
 
𝐹𝑂𝐵𝐽
𝐹𝑖𝑛𝑎𝑙 = 0.5976.5 
 













𝐼𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 = 25041 
 
𝐹𝑂𝐵𝐽
𝐹𝑖𝑛𝑎𝑙 = 2951.5 
 






𝐼𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 = 224420 
 
𝐹𝑂𝐵𝐽
𝐹𝑖𝑛𝑎𝑙 = 22373 
 







𝐼𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 = 105890 
 
𝐹𝑂𝐵𝐽
𝐹𝑖𝑛𝑎𝑙 = 0.11972 
 
A =  0.7959 
 







Para finalizar esta secção, é apresentada na seguinte figura uma comparação das 
microestruturas obtidas para esta malha, com umas microestruturas obtidas na malha 
(1𝑥20𝑥20). Para o efeito foram selecionadas as topologias ótimas de todos os estados 
de carga, usando a estratégia de filtro fixo e filtro variável. 
 
Figura 5.4 – Comparação entre as microestruturas obtidas na malha (𝟏×𝟐𝟎×𝟐𝟎) com as 







É possível afirmar que para este problema, a qualidade das soluções é 
perfeitamente aceitável, pois nota-se uma semelhança em praticamente todas as 
microestruturas obtidas através das duas malhas. A única diferença que vale a pena 
considerar encontra-se no caso biaxial com filtro de fixo, mas como já visto na tabela 
5.2, esta deve-se à existência de vários mínimos locais. 
 
5.2 Otimização das propriedades elásticas 
 
Os resultados relativos à otimização das propriedades elásticas de compósitos de 
microestrutura periódica serão apresentados nesta secção. A ordem pelos quais estes 
serão dispostos é a mesma em que foram apresentadas as respetivas formulações no 
capítulo 4. 
5.2.1 Propriedades elásticas 
 
Na figura 5.5 seguem-se as microestruturas obtidas através da maximização 
individual de cada componente longitudinal 𝐸2222
𝐻  e 𝐸3333




Figura 5.5 – Apresentação das microestruturas e valor da função objetivo final referentes 
à maximização das componentes 𝑬𝟐𝟐𝟐𝟐
𝑯 , 𝑬𝟑𝟑𝟑𝟑
𝑯  e 𝑬𝟐𝟑𝟐𝟑
𝑯 , sujeitas ao constrangimento de 




Foi utilizado a inicialização “Box Type” para os dois primeiros casos e a 
inicialização “Inverted Target” para a otimização da componente 𝑬𝟐𝟑𝟐𝟑
𝑯  (módulo de 
Corte 𝑮). Quando ao filtro de sensibilidades, foi utilizada a estratégia de filtro variável 
para todos os três problemas. 
Sendo a função objetivo a maximização das componentes elásticas, esta é dada 
em [MPa]. Observa-se exatamente o mesmo valor final das componentes longitudinais 
𝐸2222
𝐻  e 𝐸3333
𝐻 , diferenciando somente a orientação do material. O valor ótimo da função 
objetivo quando maximizada a componente 𝐸2323
𝐻  é bastante inferior aos outros dois. 
Na próxima tabela estão representados os tensores 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐻  obtidos neste problema. Na 
seguinte figura é apresentado o histórico de otimização da componente elástica 𝐸2222
𝐻 . 
 
Figura 5.6 -Histórico de otimização da componente elástica 𝑬𝟐𝟐𝟐𝟐
𝑯  
 
Inicialmente as componentes elásticas 𝐸2222
𝐻  e 𝐸3333
𝐻  apresentam o mesmo valor 
devido a natureza da célula inicial. No entanto, logo após a primeira iteração, a 
componente 𝐸2222
𝐻  é otimizada em direção ao valor máximo de 158 𝑀𝑃𝑎, enquanto que 
a componente 𝐸3333
𝐻  converge para um valor muito reduzido próximo de zero. 
 
Tabela 5.6 – Tensores finais 𝑬𝒊𝒋𝒌𝒍
𝑯   com coeficientes respeitantes ao plano 𝒚𝒛 𝑬𝟐𝟐𝟐𝟐
𝑯 , 
𝑬𝟑𝟑𝟑𝟑
𝑯  e 𝑬𝟐𝟑𝟐𝟑
𝑯 . 

















Na tabela 5.7 apresentam-se os resultados correspondentes ao problema da 
maximização das duas componentes longitudinais em simultâneo. Para esta 
formulação foi utilizada a célula inicial “Box Type” e filtro de sensibilidades variável. 
Observando o histórico de otimização, verifica-se que o valor das componentes 𝐸2222
𝐻  
e 𝐸3333
𝐻  se mantêm iguais desde a primeira iteração até à última. Isto porque o design 
inicial é tal que o valor destas componentes é igual, e como a função objetivo é a 
maximização da soma de ambas, o problema converge naturalmente para uma 
solução com as duas constantes maximizadas e iguais.  
 
Tabela 5.7 – Representação da topologia ótima, valor objetivo final, histórico de 
otimização e do tensor final de elasticidade do problema da maximização simultânea das 
componentes 𝑬𝟐𝟐𝟐𝟐










 𝐸2222(𝜇) + 𝐸3333(𝜇)  
 
sujeito a:         𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥  
 
𝐹𝑂𝐵𝐽











Destes problemas apresentados, constata-se que as microestruturas ótimas 
obtidas são idênticas às topologias ótimas do problema da minimização da densidade 
de energia para os casos de carga uniaxial, biaxial e de corte. Faz sentido que assim 
seja pois, por exemplo, quando se minimiza a compliance quando sujeita a um estado 
de carga uniaxial 𝜎22, a componente elástica 𝐸2222
𝐻  é maximizada.  
Com o fim de demonstrar a influência dos pesos utilizados na função objetivo, é 
apresentada na tabela 5.8 os resultados referentes ao problema formulado na 
equação (4.22). Para este problema foi utilizada a célula inicial “Box Type” e a 
estratégia de filtro variável. 
Verifica-se que é necessário ter algum cuidado ao usar pesos diferentes para as 
diferentes componentes da função objetivo. Tal acontece, pois, ao atribuir um peso 𝑤𝑖 
demasiado elevado a uma componente em relação a uma outra, a função objetivo irá 
somente optimizar essa mesma, desvalorizando a componente com um peso mais 
baixo. Isto observa-se quando se definiram os pesos  𝑤1 = 0.2 e 𝑤2 = 0.8 e vice-versa. 
Quando a diferença entre estes é menor, a otimização corre de forma satisfatória 
apresentando resultados consistentes. Tomando em atenção o caso de 𝑤1 = 0.6 e 
𝑤2 = 0.4, por exemplo, verifica-se um valor superior da constante elástica 𝐸2222
𝐻  em 
relação à constante 𝐸3333
𝐻 . Quanto ao design de material, existe uma maior 
concentração de material na vertical, devido ao maior valor de 𝐸2222


















Tabela 5.8 – Resultados referentes ao problema da maximização de 𝐰𝟏𝐄𝟐𝟐𝟐𝟐 +
𝐰𝟐𝐄𝟑𝟑𝟑𝟑 com constrangimento de volume. 
  max
µ
  𝑤1𝐸2222 + 𝑤2𝐸3333      
sujeito a                    𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥                          
𝑤1 = 0.2  𝑤2 = 0.8 𝑤1 = 0.8  𝑤2 = 0.2 
  
     [
𝟎 0 0
… 𝟏𝟓𝟖. 𝟕 0
… … 0
]   [MPa]   [
𝟏𝟓𝟖. 𝟕 0 0
… 𝟎 0
… … 0
]    [MPa] 
𝑤1 = 0.4  𝑤2 = 0.6 𝑤1 = 0.6  𝑤2 = 0.4 
  
              [
𝟔𝟗. 𝟕 15.4 0
… 𝟏𝟐𝟖. 𝟒 0
… … 5.8
]   [MPa]                  [
𝟏𝟐𝟖. 𝟒 15.4 0
… 𝟔𝟗. 𝟕 0
… … 5.8
]    [MPa] 
 
Na tabela 5.9, são apresentados os resultados da maximização do módulo de 
compressibilidade 𝐾. São apresentadas duas versões, uma onde é utilizado a 
estratégia de filtro de sensibilidades fixo e outra variável. Isto porque este problema 
origina frequentemente o padrão checkerboard quando utilizada esta última estratégia. 
Para ambas otimizações foi utilizada a célula inicial “Box Type”. 
Resultados 
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Tabela 5.9 – Resultados da maximização do módulo de compressibilidade com 











 𝐾  
 
sujeito a:         𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥  
 
𝐹𝑂𝐵𝐽






]     [MPa] 
 
A topologia ótima possui um design de material distinto de todas as 
microestruturas já apresentadas. Esta contém umas regiões cinzentas típicas da 
utilização de filtro fixo ao longo de toda a otimização. Olhando para o gráfico que 
relaciona o módulo de compressibilidade a cada iteração, verifica-se um aumento 
acentuado inicial. Após o pico, o valor diminui de forma irregular até estabilizar no 




Para facilitar a visualização da microestrutura, é apresentada na figura 5.7 a 
mesma microestrutura repetida no plano 𝑦𝑧. Para tal, foram filtradas as densidades 
intermédias, de modo a obter somente densidades 0 e 1, eliminando as regiões 
cinzentas existentes na célula unitária presente na tabela 5.9. 
 
 
Figura 5.7 – Microestrutura ótima obtida através do problema da maximização do 
módulo de compressibilidade 𝑲 com constrangimento de volume, repetida no plano 𝒚𝒛 𝟑𝒙𝟑. 
 
Na tabela 5.10 é apresentado exactamente o mesmo problema ao anterior, mas 
com utilização do filtro de sensibilidades variável. Comparando com a microestrutura 
do outro problema, esta possui uma distribuição de material mais regular, com a 
inexistência das regiões cinzentas. No entanto, observa-se o aparecimento de alguns 
elementos sem densidade dentro da área de material rígido. O processo de otimização 
é bem mais estável, havendo um aumento do módulo de compressibilidade 
consistente até à sua convergência para o valor de 60.7 [MPa]. Este é um valor 
superior ao alcançado no problema da maximização de 𝐾 com o filtro fixo, sendo este 
um acontecimento normal como já provado na secção 5.1 desta dissertação. 
Resultados 
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Tabela 5.10 - Resultados da maximização do módulo de compressibilidade 𝑲 com 










 𝐾  
 
sujeito a:         𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥  
 
𝐹𝑂𝐵𝐽






]    [MPa] 
 
Da mesma forma, é apresentada também uma repetição desta microestrutura no 
plano 𝑦𝑧 na figura 5.8. Ignorando o aparecimento dos poucos elementos sem 
densidade, é possível afirmar que se está perante a microestrutura ótima no que diz 






Figura 5.8 - Microestrutura ótima repetida no plano 𝒚𝒛 𝟑x𝟑. 
 
5.2.2 Simetria de material 
 
Na tabela 5.11 são apresentados os resultados quanto à maximização da 
componente elástica do tensor de elasticidade 𝐸2222
𝐻 , com constrangimentos de 
volume e de igualdade entre as duas componentes longitudinais 𝐸2222
𝐻  e 𝐸3333
𝐻  
(formulação 4.28). Neste problema foi usada a célula inicial “Box Type” e a estratégia 
de filtro variável.  
Quanto ao design de material da microestrutura, nota-se uma diferença em 
relação à topologia ótima obtida quando maximizadas ambas as componentes 
longitudinais. O mesmo se passa com a função objectivo, que comparando a soma 
das componentes 𝐸2222
𝐻  e 𝐸3333
𝐻 , o valor neste caso é ligeiramente inferior 
(196,3 [MPa]). Olhando para o histórico de otimização, é algo instável visto que a 
função objetivo é somente a maximização de uma componente elástica, com a 
restrição de igualdade entre ambas. Para facilitar a convergência, teve que ser 
atribuída uma tolerância alta ao constrangimento (𝛿 = 0.0015). Segundo a função do 
















Verifica-se que o constrangimento é perfeitamente satisfeito, tendo sido obtido um 
valor muito próximo de 1. O erro associado à igualdade entre as duas constantes do 
tensor elástico é de 3.7%. 
 
Tabela 5.11 – Resultados da maximização da componente 𝑬𝟐𝟐𝟐𝟐
𝑯  com constrangimentos 
de volume e de igualdade entre 𝑬𝟐𝟐𝟐𝟐












sujeito a:    𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥         
 
     𝐸2222(𝜇) = 𝐸3333(𝜇) 
 
𝐸2222
𝐻 = 100 [MPa]       𝐸3333




… 𝟗𝟔. 𝟑 3.7×10−3
… … 4.6






Seguidamente apresentam-se os resultados obtidos no problema onde é imposta 
a simetria ortotrópica. O problema é idêntico ao anterior, no entanto são adicionadas 
duas restrições de forma a garantir que as componentes 𝐸2223
𝐻  e 𝐸3323
𝐻  sejam nulas. 
 
Tabela 5.12 – Resultados de uma microestrutura ortotrópica obtida através da 
maximização da componente 𝑬𝟐𝟐𝟐𝟐











sujeito a:    𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥         
 
          𝐸2222(𝜇) = 𝐸3333(𝜇) 
 
          𝐸2223(𝜇) = 0 
 
          𝐸3323(𝜇) = 0 
 
𝐸2222
𝐻 = 132.2 [MPa]       𝐸3333












Para este caso, tal como referido no capítulo 4, foi atribuída uma tolerância 
superior à restrição 𝐸2222
𝐻 = 𝐸3333
𝐻  de modo a garantir uma diferença suficiente entre 












− 1 + 1 ≤ 1  0.964324 ≤ 1 
(5.2) 
É natural observar que para esta condição o valor da restrição é bem mais inferior que 
1, devido à sua tolerância maior. O valor da tolerância para os outros dois 
constrangimentos é de 0.01. Esta foi uma formulação alternativa utilizada para 
demonstrar o efeito de uma tolerância mais elevada, visto que na formulação (4.22) se 
garante automaticamente microestruturas ortotrópicas. 
Para o caso de simetria cúbica, os resultados são iguais aos obtidos na tabela 
5.7, quando são maximizadas as duas componentes longitudinais do tensor elástico 
𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐻  no plano 𝑦𝑧. 
Na tabela 5.13 é apresentada a microestrutura isotrópica obtida neste trabalho. 
Na próxima tabela encontram-se os resultados referentes ao problema (4.39), onde é 
minimizada a densidade de energia de tensão com funções de penalidade de 
isotropia. Para esta otimização foi utilizada a célula inicial “Invert Target” e a estratégia 
de filtro variável. De notar que para estes resultados e todos os resultados em diante, 
as constantes de Lamé do material base são 𝜆 = 0.576923077 [Pa] e 𝜇 =
0.34615385  [Pa]. Visto que o objetivo do problema é a obtenção da isotropia, debaixo 









Sabendo que a otimização é só realizada em um quarto da célula unitária, são 
garantidas as simetrias nos eixos 𝑦𝑦 e 𝑧𝑧, garantindo assim que as componentes 𝐸2223
𝐻  
e 𝐸3323
𝐻  sejam nulas. Assim a equação 𝐼𝑠𝑜𝑡𝑟𝑜𝑝𝑖𝑎 funciona como medidor único da 
isotropia da microestrutura. O resultado é tanto melhor quanto mais próximo este for 
do valor 1. Os valores atribuídos aos pesos 𝑤1 e 𝑤2 são 1 e 0.25, respetivamente. 
Observando o histórico de otimização, observa-se que inicialmente a 
convergência aparenta ser instável. No entanto, a partir da décima quinta iteração 
relativamente, a medida de isotropia aproxima-se do valor 1 regularmente, tendo como 
valor final 1.0105. Ou seja, o resultado final obtido tem um erro de 1.04% em relação a 




Tabela 5.13 – Resultado do problema de otimização com vista à obtenção de isotropia, 







   min
µ
 𝑤1 (𝑓𝑜𝑏𝑗𝑓1)                             
+ 𝑤2 (𝑓𝑜𝑏𝑗𝑓2  + 𝑓𝑜𝑏𝑗𝑓3)                
 




















Para uma melhor visualização da microestrutura isotrópica, é apresentada na 
figura 5.9 uma repetição desta topologia no plano. 
 
 
Figura 5.9 – Microestrutura isotrópica repetida no plano 𝒚𝒛 
 
Por último, utilizou-se a microestrutura anteriormente apresentada como célula 
inicial e realizou-se a otimização do problema (4.35) em toda a dimensão da célula.  
Como já referido, o problema de otimização com constrangimentos de isotropia foi 
um trabalho bastante complexo devido à enorme instabilidade do algoritmo em atingir 
o objetivo a partir de uma microestrutura inicial anisotrópica.  
Os resultados apresentados na tabela 5.14 têm como alvo não só comprovar a 
dificuldade sentida quando aplicados tais constrangimentos em problemas de 
otimização a partir de células iniciais anisotrópicas, como também aperfeiçoar a 
isotropia da microestrutura, em que para este caso é de 1.002 (0.2% de erro em 





Tabela 5.14 – Resultados do problema de obtenção de isotropia através da minimização 









𝐻 (𝜇)?̅?𝑖𝑗?̅?𝑘𝑙     
 
sujeito a:    𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥         
 
𝐸2222(𝜇) = 𝐸3333(𝜇) 
 
          𝐸2223(𝜇) = 0 
 






















5.2.3 Minimização do coeficiente de Poisson 
 
Nesta secção são apresentados os resultados relativos à minimização do 
coeficiente de Poisson. Na tabela 5.15, apresentam-se os resultados referentes ao 
problema com uma função multiobjetivo onde é minimizada a constante de 
flexibilidade 𝐶2323
𝐻  e minimizado o coeficiente de Poisson (equação 4.44). O peso 
atribuído a cada uma das funções foi de 𝑤1 = 1  e 𝑤2 = 0.061. A célula inicial utilizada 
no processo de otimização foi a “Box Type”, e recorreu-se à utilização de filtro fixo de 
sensibilidades. Com o fim de garantir uma microestrutura auxética simétrica nos dois 
eixos 𝑦𝑦 e 𝑧𝑧, realizou-se a otimização somente para um quarto da célula unitária. 
Como resultado, apresenta-se uma microestrutura auxética, com o valor do 
coeficiente de Poisson próximo de −0.3. O histórico de otimização apresenta um valor 
superior do módulo de corte 𝐺 em relação ao módulo de compressibilidade 𝐾. Na 
figura 5.10 é apresentada a repetição da microestrutura no plano. 
 




Tabela 5.15 - Resultados obtidos através da minimização da componente 𝑪𝟐𝟑𝟐𝟑
𝑯  e de 𝒗𝟐𝟑
𝑯  











 (𝑤1𝑓𝑜𝑏𝑗𝑓1 + 𝑤2𝑓𝑜𝑏𝑗𝑓2) 
 
















]    [Pa] 
 
Na tabela 5.16, são apresentados os resultados obtidos resolvendo o problema de 
otimização na tabela 5.15, mas com o constrangimento de igualdade entre as 
constantes longitudinais do tensor de elasticidade. No entanto, para esta formulação é 





Observa-se que com a implementação do constrangimento de igualdade entre as 
duas componentes 𝐸2222(𝜇) e 𝐸3333(𝜇), o valor destas é igual e bastante superior aos 
valores do problema anterior, tanto que, o módulo de compressibilidade 𝐾 acaba 
também por ser superior ao módulo de corte 𝐺. O design da microestrutura é 
conhecido na bibliografia, no entanto, apresenta algumas irregularidades, tais como as 
pequenas zonas de vazio (a branco) dispostas na vertical (ver figura 5.11). O valor do 
coeficiente de Poisson 𝑣23
𝐻 = −0.5023. Do histórico de otimização realça-se apenas 
uma instabilidade no coeficiente de Poisson (vermelho) entre as iterações 180 e 210, 
mas que rapidamente converge para o valor final, tal como os módulos de 
compressibilidade e de corte. 
Na seguinte figura é representada a repetição da microestrutura obtida através 
deste problema no plano 𝑦𝑧. 
 







Tabela 5.16 - Resultados obtidos através da minimização da componente 𝑪𝟐𝟑𝟐𝟑(𝝁) e de 












 (𝑤1𝑓𝑜𝑏𝑗𝑓1 + 𝑤2𝑓𝑜𝑏𝑗𝑓2) 
 
sujeito a          𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥  
 
















]    [Pa] 
 
De seguida, na tabela 5.17, são apresentadas microestruturas obtidas através da 
minimização do erro entre o tensor homogeneizado 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐻  e o tensor alvo definido 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑇 . 
Para este problema, referente ao problema (4.47), serão apresentadas as topologias, 
as componentes do tensor alvo e o tensor homogeneizado final. 
Resultados 
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Estas simulações são algo instáveis, pois está a ser realizada uma aproximação a 
um tensor alvo, que por vezes não é possível obter. Para facilitar esta situação, a 
otimização foi realizada para um quarto da célula, assegurando assim a simetria nos 
dois eixos. O design inicial utilizado foi o “Random” de modo a gerar uma maior 
variedade de design de material das microestruturas. Para todos os casos foi usado a 
estratégia de filtro fixo das sensibilidades. 
 
Tabela 5.17 – Resultados obtidos através da minimização do erro entre as componentes 
elásticas alvo definidas e o tensor homogeneizado. 
𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑇  [PA]  𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙
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𝐾 = 0.04 
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𝐾 = 0.0165 
















]     
 
𝐾 = 0.0125 









Como se observa, a primeira microestrutura, cujo coeficiente de Poisson 𝑣23
𝐻 =
 −0.4099, é semelhante à microestrutura presente na tabela 5.16 onde também esta 
contém um módulo de compressibilidade superior ao módulo de corte. As outras duas 
microestruturas apresentam um design de material original ao até apresentado e visto 
na bibliografia, tendo uma um valor do coeficiente de Poisson já bastante negativo 
(𝑣23
𝐻 =  −0.8163).  
Na figura 5.12 são apresentadas as topologias ótimas do caso anterior quando 
repetidas no plano 𝑦𝑧. 
 
Figura 5.12- Representação das microestruturas obtidas através da minimização do erro 
entre o tensor alvo e o tensor homogeneizado, repetidas no plano yz. 
 
Na tabela 5.18 é apresentada a topologia ótima quando minimizada a densidade 
de energia e o coeficiente de Poisson, com restrições de volume e de igualdade entre 
as componentes elásticas longitudinais 𝐸2222
𝐻  e 𝐸3333
𝐻  (equação 4.50). Para este 
problema, foi utilizada a inicialização “Box Type” e a estratégia de filtro de 
sensibilidades fixo. Os pesos associados às funções objetivo 𝑤1 e 𝑤2 são 1 e 0.0125, 
respetivamente. 
 
Figura 5.13 - Repetição da microestrutura no plano yz presente na tabela 5.18. 
Resultados 
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Tabela 5.18- Resultados obtidos através da minimização da densidade de energia e do 











( 𝑤1𝑓𝑜𝑏𝑗𝑓1 + 𝑤2𝑓𝑜𝑏𝑗𝑓2) 
 
sujeito a          𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥  
 














]    [Pa] 
 
Para esta formulação, observa-se uma microestrutura auxética com um módulo de 
compressibilidade superior ao módulo de corte. A microestrutura possui alguns 
elementos com densidade intermédia, no entanto, nota-se pelo histórico de otimização 
que a convergência é consistente. Na figura 5.13 é apresentada a microestrutura 
repetida no plano. 
Por último, é demonstrado o problema da minimização do coeficiente de Poisson, 
com constrangimentos de volume, de módulo de compressibilidade mínimo, e de 




a estratégia de filtro fixo. Na tabela 5.19 são apresentados os resultados referentes as 
esta formulação.  
 
Tabela 5.19 - Representação dos resultados de uma microestrutura auxética isotrópica, 









sujeito a          𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥  
 
𝐾(𝜇) ≥ 𝑎𝐾∗ 
 
𝐸2222(𝜇) = 𝐸3333(𝜇) 
 
          𝐸2223(𝜇) = 0 
 























Como já referido, gerar microestruturas isotrópicas revelou ser uma tarefa 
bastante complicada, onde neste trabalho teve que se recorrer à utilização de 
simetrias nos dois eixos do domínio (𝑦𝑦 e 𝑧𝑧) para assegurar a convergência dos 
resultados. No problema da otimização com vista à obtenção de microestruturas 
auxéticas com simetria isotrópica, a dificuldade não foi diferente. 
Observando a topologia ótima gerada, compreende-se a enorme instabilidade 
numérica do problema. Esta, apesar de parecer altamente irregular e com vários 
elementos de fase sólida dispersos no domínio de material, quando é feita a repetição 
da microestrutura no plano 𝑦𝑧 (figura 5.14), é possível notar semelhanças com as 
microestruturas com coeficiente de Poisson negativo isotrópicas obtidas em 
Andreassen et al. 2014 figura (5.15). 
 
 
Figura 5.14 – Microestrutura repetida no plano yz obtida através do problema da 
minimização do coeficiente de Poisson com constrangimentos de volume, de módulo de 










Na figura 5.14, os “triângulos” estão dispostos na vertical, enquanto que a 
microestrutura apresentada na figura 5.15 encontram-se na horizontal. O coeficiente 





𝐻 , onde no referencial a 
componente 𝐶2222
𝐻  se refere à componente da compliance na vertical, e daí existir 
essa diferença perante as microestruturas auxéticas isotrópicas. De resto, observa-se 
a formação dos “triângulos” com as características semelhantes, sendo possível o 
comportamento auxético quando sujeito à tração ou à compressão. 
 
 
Figura 5.15 - Exemplos de dois tipos de microestruturas auxéticas com simetria 
isotrópica. Adaptado de (Andreassen et al. 2014). 
 
Constata-se a inexistência dos eixos de simetria, pelo que é impossível adoptar o 
método anteriormente utilizado na geração de microestruturas isotrópicas. O histórico 
de otimização revela uma convergência estável em qualquer um dos factores 
analisados, nomeadamente o módulo de compressibilidade, que rapidamente 
estabiliza no valor limite definido (𝑎𝐾∗ = 0.03), o coeficiente de Poisson, que converge 
de forma quase linear para o seu valor final (𝑣23
𝐻 = −0.1846), e o medidor de isotropia 
(o mesmo apresentado na equação 5.3), que converge para o valor 1, com as 
componentes 𝐸2223
𝐻  e 𝐸3323






5.3 Efeitos de escala 
 
Nesta secção são apresentados os resultados referentes ao estudo dos efeitos 
de escala. Para este trabalho foram analisadas três microestruturas com diferentes 
níveis de anisotropia, de modo a atribuir uma maior diversidade aos resultados. As 
topologias ótimas e os tensores homogeneizados apresentam-se na tabela 5.20 e 
5.21, respetivamente (de referir que na linha do caso Uniaxial e Corte, o sentido na 
direção z encontra-se ao contrário entre as duas figuras). Estas foram obtidas através 
do problema tradicional de otimização topológica, onde é minimizada a densidade da 
energia de tensão, com constrangimento de volume máximo (𝑉𝑚𝑎𝑥 = 0.5). Para este 
estudo foi considerado um material base com módulo de Young 𝐸0 = 290 [MPa] e com 




Devido às limitações numéricas do Ansys comercial, não foi possível a realização 
deste estudo na malha (1×40×40), a qual foi trabalhada na otimização das 
propriedades elásticas. Como tal, o estudo dos efeitos de escala teve que ser 





Tabela 5.20 – Topologias ótimas obtidas para o estudo dos efeitos de escala 
 
 
Tabela 5.21 – Tensores de elasticidade homogeneizados 𝑬𝒊𝒋𝒌𝒍
𝑯  referentes às topologias 
ótimas obtidas, em [MPa]. 





















𝐻 = 0.578 𝑣32
𝐻 = 0.578 𝑣23
𝐻 = 0.795 𝑣32
𝐻 = 0.795 𝑣23
𝐻 = 1.341 𝑣32




5.3.1 Ensaio normalizado de Dirichlet 
 
O estudo comparativo entre os coeficientes de Poisson obtidos através da 
homogeneização e dos ensaios normalizados de Dirichlet é apresentado na presente 
secção. Os resultados são apresentados sob a forma de gráficos. Estes contam com 
dois eixos verticais diferentes, onde o eixo à esquerda contém os valores dos 
coeficientes de Poisson e são exibidos através de gráficos de linhas. O eixo vertical à 
direita contém o desvio, em percentagem, entre os coeficientes de Poisson 
homogeneizados 𝜈23
𝐻  e 𝜈32
𝐻  e os coeficientes obtidos através dos ensaios numéricos 
𝜈23
𝐷  e 𝜈32
𝐷 , e são expostos através de gráficos de colunas. No eixo horizontal 
encontram-se as 𝑛×𝑛 repetições da célula unitária. Para as topologias ótimas sujeitas 
à carga Biaxial e de Corte, os valores dos coeficientes de Poisson são iguais, pelo 
que os seus valores e desvio, são apresentados na mesma linha e coluna, 
respetivamente. Por sua vez, a topologia ótima sujeita ao estado de carga Uniaxial e 
Corte, possui os valores dos coeficientes de Poisson diferentes entre si, sendo 
apresentados os resultados para cada coeficiente. O desvio entre os coeficientes 






𝐻  ×100 
(5.4) 
Nas figuras 5.16, 5.17 e 5.18 são apresentados então os resultados referentes a 
este estudo, para as topologias ótimas sujeitas aos casos de carga Biaxial, Corte e 
Uniaxial e corte, respetivamente. Para o caso da microestrutura ótima sujeita ao 
estado de carga Biaxial, observa-se um desvio bastante elevado na análise da célula 
unitária (1×1), na ordem dos 45%. No entanto, com o aumento das repetições da 
célula base, o desvio decresce rapidamente para um nível inferior a 15%. A 
microestrutura ótima sujeita ao caso de Corte contem um desvio entre os coeficientes 
de Poisson inferiores ao caso anterior. O desvio inicial encontra-se abaixo dos 30%, e 
na repetição (5×5) a diferença entre o coeficiente homogeneizado e o numérico é 
sensivelmente 6%, apresentando-se como sendo o melhor resultado. Por último tem-
se a análise à topologia ótima sujeita à carga Uniaxial e Corte. Esta apresenta o 
maior grau de anisotropia, contendo seis componentes elásticas independentes, e 





Figura 5.16 - Representação dos resultados obtidos através das condições de Dirichlet 
refentes à topologia ótima sujeita à carga Biaxial. As linhas nos gráficos referem-se aos 
valores dos coeficientes de Poisson, e as colunas ao desvio entre os coeficientes 
homogeneizados e os obtidos numericamente. 
 
Figura 5.17 - Representação dos resultados obtidos através das condições de Dirichlet 





Figura 5.18 - Representação dos resultados obtidos através das condições de Dirichlet 
refentes à topologia ótima sujeita à carga Uniaxial e corte. 
 
O coeficiente de Poisson 23 apresenta um desvio superior em todas as análises 
em relação ao coeficiente 32. O primeiro apresenta um desvio de sensivelmente 46% 
para a análise da célula unitária, e para a repetição (5×5) o valor do desvio entre o 
coeficiente homogeneizado e o coeficiente obtido através das condições de Dirichlet é 
inferior a 15%. Quanto ao coeficiente 32, tem o desvio máximo inferior a 35% e 
converge para um valor entre 5% e 10%. 
Para estas análises é possível perceber que o número de repetições não é 
suficiente para assegurar a convergência total entre estas propriedades. No entanto, o 
desvio entre as propriedades homogeneizadas e numéricas diminui ao longo do 






5.3.2 Ensaios alternativos 
 
O estudo comparativo entre os coeficientes de Poisson homogeneizados e os 
obtidos através dos ensaios numéricos alternativos explicados na secção 4.3.2 são em 
seguida apresentados. O modo de apresentação é idêntico ao exposto na secção 
anterior, onde os coeficientes de Poisson 23 e 32 apresentam valores iguais, entre si, 
para as topologias ótimas sujeitas à carga Biaxial e Corte, enquanto que a 
microestrutura ótima sujeita à carga Uniaxial e corte possuem valores diferentes. A 






𝐻  ×100 
(5.5) 
Onde 𝜈𝑖𝑗
∗  representa os valores dos coeficientes de Poisson obtidos através deste 
ensaio numérico. Nas figuras 5.19, 5.20 e 5.21 são apresentados então os resultados 
referentes a esta análise, para as topologias ótimas sujeitas aos casos de carga 
Biaxial, Corte e Uniaxial e corte, respetivamente. Observando o gráfico referente à 
microestrutura ótima sujeita à carga Biaxial, nota-se um desvio bastante reduzido, na 
ordem dos 0.8%, mas que vai aumentando com o decorrer das repetições tendo como 
valor 1.8% aproximadamente para (5×5). Apesar do comportamento estranho, em 
relação aos outros resultados apresentados, os valores do desvio entre as 
propriedades homogeneizadas e analíticas são bastante reduzidos, quase nulos. 
Quanto à análise da topologia ótima sujeita à tensão de Corte, esta apresenta um 
comportamento normal. Onde a análise à célula unitária apresenta um valor do erro na 
ordem dos 14%, e a análise à repetição da célula base (5×5) apresenta um valor 
inferior aos 4% entre os coeficientes de Poisson homogeneizados e analíticos. Por 
último apresenta-se o caso da microestrutura ótima sujeita ao estado de carga 
Uniaxial e corte. Para este estudo, o desvio associado ao coeficiente de Poisson 23 
apresenta um valor inferior ao desvio do coeficiente de Poisson 32, ao contrário do 
que se constatou nas condições de Dirichlet. O desvio entre o coeficiente de Poisson 
homogeneizado 23
𝐻  e o coeficiente de Poisson numérico 23
∗  é aproximadamente 40% 
quando analisada a célula unitária, e diminui regularmente para um valor muito 
próximo de 0%, para a repetição (5×5). De notar que para esta propriedade, a 
convergência dá-se a partir de valores superiores aos valores do coeficiente 





Figura 5.19 - Representação dos resultados obtidos através das condições alternativas, 
refentes à topologia ótima sujeita à carga biaxial. As linhas nos gráficos referem-se aos valores 
dos coeficientes de Poisson, e as colunas ao desvio entre os coeficientes homogeneizados e 
os obtidos numericamente. 
 
Figura 5.20 - Representação dos resultados obtidos através das condições alternativas, 





Figura 5.21 - Representação dos resultados obtidos através das condições alternativas, 
refentes à topologia ótima sujeita à carga Uniaxial e Corte. 
 
O desvio entre 32
𝐻  e 32
∗  apresenta um valor bastante mais elevado, sensivelmente 
50%, e decresce ao longo do número de repetições culminando num erro pouco 
inferior a 20%. 
Uma vez mais, seria necessário um número mais elevado de repetições da célula 
unitária com o fim de garantir uma convergência definitiva. No entanto, observa-se que 
para estas condições de fronteira, o erro entre os valores dos Coeficientes de Poisson 
homogeneizados e numéricos, é geralmente bastante inferior ao obtido através das 











Este trabalho pode ser dividido em três secções principais distintas, o estudo de 
fatores de influência na otimização, a otimização das propriedades elásticas, e o 
estudo dos efeitos de escala. Na primeira secção foram analisados fatores de 
influência na otimização. Este estudo é importante no seio da otimização topológica, 
visto que através da análise de sensibilidades utilizando o método do gradiente, um 
problema possui vários valores ótimos locais para os quais o algoritmo pode convergir, 
não alcançando o valor ótimo global. A utilização da estratégia de filtro de 
sensibilidades fixo é útil quando se trata de um problema complexo, em que não existe 
noção exata de qual será o resultado final, evitando o problema da formação de 
padrões de checkerboard. No entanto, é bastante complicado assegurar a 
convergência ótima global através desta estratégia visto que a utilização constante do 
filtro introduz um erro associado ao problema real, visto que as sensibilidades locais 
dos elementos dependem das sensibilidades dos elementos na sua vizinhança. A 
estratégia de filtro de sensibilidades variável assegura geralmente a convergência 
completa, porém existe sempre o risco de formação do padrão checkerboard. Quanto 
aos designs iniciais, não se pode concluir que existe uma inicialização que permita 
uma qualidade superior dos resultados para todos os casos, em que existe 
dependência do design inicial. Para o problema da minimização da energia de tensão 




elementos finitos permitiu obter microestruturas semelhantes, podendo concluir-se que 
existe independência da malha.  
Relativamente ao estudo da otimização das propriedades elásticas, foram 
geradas várias microestruturas através de vários tipos de problemas formulados. A 
maximização das constantes elásticas individualmente e a soma de ambas as 
componentes longitudinais permitiu obter microestruturas semelhantes às obtidas 
através da minimização da compliance, o que representa um resultado coerente 
consoante o estado de carga aplicado e a componente elástica maximizada. A 
imposição de constrangimentos de simetria de material permitiu obter microestruturas 
com diferentes níveis de simetria, nomeadamente ortotrópica, cúbica e isotrópica. Esta 
última foi bastante complexa de obter tendo exigido várias formulações diferentes com 
vista a obter o resultado pretendido. Tal não foi possível, pelo que teve que ser 
adoptado o método da otimização para um quarto da célula, de modo a garantir a 
existência de simetria nos dois eixos. Relativamente à minimização do coeficiente de 
Poisson, foram encontradas poucas formulações na bibliografia, pelo que foram 
criados alguns problemas que apresentaram bons resultados, nomeadamente o 
problema de função multiobjetivo com minimização do coeficiente de Poisson e 
minimização da compliance, ou minimização da componente de corte do tensor da 
flexibilidade. A minimização do erro entre o tensor homogeneizado e o tensor alvo 
permitiu obter uma topologia bem definida já existente na bibliografia, como também 
permitiu obter topologias auxéticas originais. Por último procedeu-se à minimização do 
coeficiente de Poisson com constrangimentos de volume e de simetria isotrópica. 
Como seria de esperar, foi um processo também bastante complicado, desde 
encontrar o valor mínimo do módulo de compressibilidade, tolerâncias dos 
constrangimentos de desigualdade, design inicial entre outros. O resultado 
apresentado foi o melhor possível em variadas otimizações realizadas, contendo um 
histórico de otimização consistente, bem como o tensor elástico isotrópico, no entanto, 
dispõe de um design de material bastante irregular.  
São várias as causas que se podem associar a estas dificuldades na otimização. 
O facto de serem utilizados elementos de baixa ordem (8 nós por elemento hexaedro), 
aproximando o problema através de funções lineares. O otimizador utilizado nesta 
dissertação é o MMA, o que pode registar algumas oscilações junto ao ótimo. A 
utilização do filtro de sensibilidades também introduz um erro, uma vez que este 
perturba o gradiente de sensibilidades. 
Como trabalhos futuros, seria interessante a formulação destes problemas, 




elementos finitos de ordem elevada (por exemplo de 20 nós por elemento hexaedro), 
em que se faz a aproximação ao problema real através de funções quadráticas, 
minimizando o erro associado. E com este, a utilização do filtro de sensibilidades pode 
ser dispensável. A utilização de um otimizador mais recente, nomeadamente o GMMA 
(Generalized MMA) ou o GCMMA (Global Convergent MMA), pode permitir uma 
convergência mais eficaz do problema real.  
Para os estudos dos efeitos de escala, a limitação do número de nós do Ansys 
limitou este trabalho, não só porque não permitiu a análise a um maior fator de escala, 
como também porque o estudo teve que ser realizado na malha (1×30×30). Para esta, 
a variedade de microestruturas aptas para o estudo dos efeitos de escala foi bastante 
reduzido, em comparação com as diferentes topologias obtidas na malha (1×40×40). 
Quanto ao estudo em si, os resultados relativos à aplicação das condições de 
fronteira de Dirichlet são consistentes com os resultados já existentes na bibliografia, 
podendo afirmar-se que existe convergência entre os valores homogeneizados e 
numéricos. Quanto aos ensaios alternativos, estes apresentaram uns resultados 
bastante positivos, na medida em que o erro associado entre os coeficientes de 
Poisson foi bastante inferior ao valor do erro registado nos ensaios normalizados.  
Como desenvolvimento futuro, seria interessante o estudo dos efeitos de escala 
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